CAPITOLUL 1

PROBLEME ALE DINAMICII CORPURILOR
DIN SISTEMUL SOLAR

A considera astiizi ci mecanica cereascd a apirut odati cu legea atracfiei gravitationale
universale si legile lui Kepler nu mai este o noutate. Net superioare, modelele matematice prin
care se studiazii migcarea corpurilor din Sistemul Solar au la bazid expresitle acestor legi
fundamentale ale astronomiei. Am considerat necesara introducerea acestui capitol teoretic din
doud motive. In primul rind, acesta reprezinta o trecere in revisti a principalelor probleme ale
dinamicii la scard planetard, formulate la nivelul la care ele au fost enuntate la timpul respectiv.
In subsidiar, majoritatea ecuatiilor de miscare constituie un punct de plecare pentru rezolvarea
problemelor directe §i inverse ale mecanici ceresti (in limita unei bune tolerante
observationale). Intelegerea si algoritmizarea acestor probleme m-a preocupat inci din anii

facultapii (Vaduvescu, 1991).

1.1. TRATAREA CLASICA A DINAMICII CORPURILOR
DIN SISTEMUL SOLAR

1.1.1. Problema celor doui corpuri

Conform teoremet lui Newton privind atractia unei sfere materiale goale (Pal st Ureche,
1983), putem asimila orice corp sferic cu repartitie ,,sfericd” a densititii prin centrul lui de
masa. De aceea, convenim si asociem planetei P de masid m perechea (P,m) si Soarelui S de
masid M perechea (S,M). Problema migcini punctuli matenal (P,m) in cimpul gravitational

creat de corpul (S,M) este cunoscuti sub numele de problema celor doud corpuri.

1.1.1.1. Miscarea relativa

Dupi cum se stie, legile de migcare ale corpului (P,m) pot fi deduse pnn exprimarea
legii atractiei gravitationale universale in doud sisteme de referinti: unul inertial oarecare §i

celilalt relativ la corpul (S,M). Daci R si R, sunt vectorii de pozitie ai lui P §i S in sistemul
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inertial, iar 7 = R - R, vectorul de pozitie al lui P in sistemul relativ, atunci ecuatia migcirii lui

P relativia S este;

F+p—=0, (Y

|~

unde constanta 1 este numiti parametl‘ul' gravitational, §i are expresia
4 =G(M +m)

cu G constanta atractiei gravitaionale.
Introducind functia de forta

= @

i=— | j=—  E=— (3)

cu {x,,z) coordonatele lui P in sistemul relativia § s

r=qx*+y* +2°

1.1.1.2. Integralele prime

Adunind ecuagiile migcarii absolute si integrand ecuatia obfinutd, putem enunta teorema
centrulul de masa.

MR, + mR =adt+b, (4)

care exprimi faptul ¢i centrul de masa al celor doud corpuri are o migcare rectilinie §i uniforma
sau este fix.
fnmultind vectorial (1) cu 7 si integrind ecuatia gasitd, obtinem integrala ariilor:
FxF=¢, (5)

care exprimi faptul ci anile , miturate” de raza-vectoare a corpului (P,m) in intervale de timp

egale sunt egale, adicd legea a doua a lui Kepler. Constanta ¢ se numeste constanta ariilor.

inmultind scalar ecuatia (5) cu 7, obfinem ecuatia vectoriald a planutui miscérii :
Z.F=0 ()
care exprimi faptul ci vectorul anilor & este perpendicuiar pe planul migcarii,

Integrala energiei se obtine inmultind (1) cu 27 si integrand ecuatia rezultata:

)
71 =T”+h %)

si exprimi conservarea energiei corpului (£,m) in timpul migcani. Constanta h este constanta

energiet.
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1.1.1.3. Elementele orbitale

Ecuatia (6) exprima faptul ca migcarea corpului (P,m) in jurul lui (S,M) are loc intr-un
plan a carw pozitie fatd de sistemul relativ se determind cu ajutorul constantei c(e,,c,.c.).
Elementele geometrice care definesc pozitia §i orientarea acestui plan (figura 1) sunt: §2 -
longitudinea nodului ascendent (masurat in planul Sxy-de la axa Sx la directia nodului
ascendent N), @ - argumentul (longitudinea) periastrului /7 (masurat in planul orbitei), 7 -

inclinarea orbitei pe planul Sxy. Mirimea u se numeste argument de latitudine, iar v - anomalia

adevdratd. Uneon se mai foloseste ca element orbital, in locul lui w, longitudinea periheliului,
@ = $2+w (desi aceastd variabild nu are o corespondenti geometricd). Elementele care definesc

marimea §i forma orbitei sunt g - semiaxa mare $1 ¢ - excentricitatea. Al saselea element al

orbite: este epoca trecerii la pertheliu 7, in locul clreia se mai foloseste anomalia medie M la un

moment oarecare £,
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Figura 1- Pozifia orbitei fati de planul fundamental Sxy §i elementele ei geometrice

Aceste elemente definesc in mod geometric orbita, si ele coincid cu cele gase constante
care apar in solutia generala a ecuatulor diferentiale ale problemei celor doud corpur scrisa cu

varnabile carteziene sau canonice (e.g. Drambé, 1958; Pal si Ureche, 1983).

1.1.1.4. Solutia generald a problemei

Dupad cum se cunoaste, exprimarea componentelor razei vectoare r in sistemul
cartezian se realizeaza prin doud rotatu succesive ale lui Sxyz in sistemul rectangular S&n¢ (al
carui plan $&n comcide cu planul migcari, 1ar axa S& trece prin penastrul /7). Ecuatile

matriciale ale transformari furnizeaza expresnle coordonatelor rectangulare (x,y,z) ale lui P in
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functie de coordonatele polare (r,u) , adica solutia generald in forma parametrica a problemei

celor doui corpun:

(x) {cosQ —sinQ 0)(1 0 0 ){rcosu)
yi=|sinQ cosQ2 010 cosi -sini|-|rsiny (8)
LZJ‘ L 0 0 IJ LO sini cos’iJL 0 J -

Integriand sistemul format din integrala anilor §i cea a energiei in coordonate polare,

obtinem ecuatia traiectoriei migcari in coordonate polare:

2
C

= ©)

r= ,
hc?
1+ 1+;Tcos(u*w)

care reprezintd ecuatia conicel

_ P
r_—‘—'“‘-—
1+ecosv

Cu parametrii

cZ 2

c
p=—,e=4l+h— , v=u-w (10)
7 u

Ecuatia elipsei, cu e<1(h<0),p= a(l - ) furnizeazi anomalia excentricd f,

definitd de relatia:

a-r=aecosk (11)
iar legétura intre £ g1 anomalia medie M la momentul f este:

M=n(t-1), (12)

unde n este migcarea medie, dati de ecuatia lui Kepler:
E—esinkE=M (13)
Ecuatiile (8)«(13) rezolvd in mod complet problema celor doud corpuri. Predictia

pozitillor pe care corpul (P,m) le va ocupa in migcarea sa in campul gravitational al lui (5,M)

este cunoscutd sub numele de calcul de efemeridi. In mecanica cereasci, acesta este unul dintre

foarte putinele cazuri in care ecuatiile de migcare pot fi integrate in mod analitic, complet (in

termeni finiti).

1.1.2. Problema celor n corpuri

Daci vom calcula pozitiile corpurilor din Sistemul Solar folosind problema celor doud

corpuri, vom remarca abateri ,,0-C” (observat minus calculat) de circa 1' in coordonate.

Reciproc, calculind elementele orbitale din observatii efectuate la difenite epoci (par. 1.3), vom
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constata diferente de ordinul a 1° (in special in 25 @). Dupa cum se cunoagte, aceste diferente
apar datorita perturbaftilor produse de alte corpuri asupra lui (P,m). Rezulti ci elementele
orbitale din problema celor doud corpuri nu mai pot fi considerate ca $1 constante, ele vanind in

timp. Problema celor n corpuri consti in studiul migcdrii a # corpuri {#23), sub actiunea

atractiei gravitationale mutuale dintre acestea, conform legii atractiei universale.

1.1.2.1. Problema celor trei corpuri

Studiul migcari asteroizilor in jurul Soarelui considerind $1 perturbatiile gravitationale
datorate lui Jupiter, sau studiul miscirii Lunii in jurul Paméntului considerand Soarele corp
perturbator, reprezintd exemple de problemi a celor trei corpuni. Ecuatiile de migcare, scrise
intr-un sistem cartezian oarecare, sunt in numir de noui (e.g. Dramba, 1958; Pal si Ureche,

1083):

X, —x, x, -x. 1
¥ =Gm +Gm, H—=-—"— .
' r,’ font o omoa
J.. Y, Vi Ve =V, 1 U . .
=Gm, ——+G T3 = o L k=123, i+jk 14
yr m] ,;13 mk rik?u mj é}i I.] b i .] ( )
zZ, -z z, -z 1A
i j ,;13 T, rﬁ{] m &i

unde U este functia de fort3 si are expresia:

(15)

mm m,nt m,m
U:G-(l z+ 2 3+ 3 I]
s

r .

12 23 31
unde r;; este distanta dintre corpurile 7 §i j , m, masa corpului 7 iar G constanta gravitational

$1 pentru acest sistem de ecuatii diferentiale se pot gasi integrale prime. Integralele
centrujut de masi sunt;

E=8&t+&, , a=tittn, , c=¢t+g,, (16)

unde (£,7,¢) reprezinti pozitia centrului de masd in sistemul rectangular. Teorema de miscare

a centrului de masi cu vitez3 constanti (sau a imobilititii sale) riméne valabili si in problema

celor tret corpuri.

Integralele prime ale ariilor sunt date de ecuatiile:

(3
Z_E:m,(ij'i - Zj_}-’,) =q
3

< - . b
Zmi (zi xl xizi )

I

b, (17)

3

mr’(xryi —_yi'tr'):c
1

i=
unde constantele (a,b,c) reprezintd componentele vectorului moment cinetic in sistemul xyz.
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Integrala energiei este datd de ecuatia:

l'im.(a&.z +yi+zt)=
5 L (%, yo+z7)=U+h (18)
Integrarea ecuatulor de migcare (14) presupune introducerea a 18 constante de
integrare, in timp ce integralele prime (16) introduc sase constante de integrare, (17) - trei, 1ar
(18) - o constantd de integrare. Datoritd acestun fapt, integrarea ecuz—a.tiilor de migcare in
problema celor trei corpun se poate reduce la un sistem de ecuatu diferentiale care confine 18-
10 = 8 constante. Bruns (1887) s1 Poincaré (1890) au demonstrat o celebrd teorema referitoare
la problema celor trei corpur, 1ar Painlevé (1897) a extins rezultatul pentru problema celor »
corpuri, potrivit ciruia cele 10 integrale prime (numite clasice) sunt singurele integrale
algebrice independente in problema respectiva, orice alti integrald fiind o combinatie a celor
clasice (Whittaker , 1927).

1.1.2.2. Problema restrinsi a celor trei corpun

Am vizut ci integrarea analiticd a ecuatiitor (14) este imposibil de efectuat in conditu
wnitiale generale. Din aceastd cauza, s-a incercat rezolvarea problemei in citeva conditu
particuare.

Doud dintre solutu se datoreazd lui Lagrange si Euler, care au studiat problema
considerdand ci cele trei corpuri alcituiesc varfurile unui triunghi echilateral (aflat intr-un plan
fix 1 aviand latura vanabild) si respectiv cd ele sunt coliniare. Analiza acestor probleme
conduce la rezolvarea a trei grupe de ecuatii diferentiale, fiecare dintre acestea reducandu-se la

ecuatiile unei probleme de miscare a doua corpuri, cu functii de masé bine determinate.

Un alt caz particular, cunoscut sub numele de problema restransi, presupune migcarea
circulard a maselor m; si m; intr-un plan fix, in jurul centrulmi comun de masa, $1 un al treilea
corp de masd m; ,neglijabila” care se migca in spatiu sub actiunea gravitafionald a primelor

doud. Un caz particular al problemei restrinse este problema restransi pland, unde si corpul m;

se migcd tot in planul pnmelor doud. Doud exemple de aphicatu ale acestor probleme sunt
studiul migcdni asteroizilor troiem (,,blocap” in triunghiul echilateral Soare-Jupiter-asteroid) si
studiul pierderii de mas3 in sistemele binare stranse (Vaduvescu, 1990).

Alegdnd convenabil unititile de masé, distantd g1 timp (e.g. Dramba, 1958), sistemul
ecuattilor diferentiale de migcare a lu1 m; |, scris in coordonate generalizate (q,, ¢z) $1 impulsuri

generalizate { py, p»), poate fi adus la forma canonica:

M . H
G =% § =
T e )

R P
boa, T A&,
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unde H = T - U este hamiltonianul migcarii, iar 7 energia cinetici a sistemului.
Rezolvarea acestui sistem, in cazul particular cind membrii din dreapta ai ecuatiilor
sunt nuli, conduce la existenta a cinci puncte fixe in raport cu m; si my, notate L;,...,Ls si

numite_puncte de echilibru (sau de libratie) in problema celor trei corpuri.

1.1.2.3. Ecuatiile Euler-Fagrange
Introducénd functia perturbatoare R prin relatia

U=§+R , (20)

unde primul termen reprezintd potentialul gravitational din problema celor dousl corpuri (cu u
parametrul gravitafional), ecuatiile Fuler-Lagrange (e.g Kovalevsky, 1967) furnizeazi

variatiile elementelor orbitale cu timpul in problema celor trei corpuri:

ﬁ_ -1 @4_ cosi ﬁ
d pa’J1—e? sini X2 pa®1-e? sini 6@
dQ 1 R (21)

dt g 1-¢? sini 0i
d_a)_mélj cosi R
dt ~ na’e & patJ1-¢’ sini Oi
dM 2R 1-e R

dt " nad nate @

Cunoagterea functiei perturbatoare R, ca functie de elementele orbitale, conduce la
calculul elementelor orbitale la un moment oarecare ¢ Aceste elemente definesc orbita
osculatoare la momentul ¢, adica orbita kepleriand (neperturbati) pe care corpul ar avea-o dacd
ar dispare perturbatia R.

In acest cadru, presupunem cunoscute metodele de rezolvare analitici sau numerici a

sistemului diferential (21) pentru obtinerea elementelor orbitale osculatoare (a,e,i, {2 o,M).

1.1.2 4. Ecuatule de miscare in problema celor # corpurni

In sistemul rectangular inertial oarecare OXYZ, cu ajutorul functiei de forta

mm,
uv=6 2, —%, (22)
osi<jzn-1 Fij
ecuafille migcarii absolute se scriu in functie de constanta gravitationald G (e.g. Pal si Ureche,
1983):
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)‘{’—ﬂ }"'—@i 24@ =0 1 23
m,.,.—éX{,m”féyr_,m,.,.—c,z,r—,...,n (23)

Acestea reprezinta un sistem de 3n ecuatii diferentiale care introduc, alaturi de cele 3
necunoscute (X, Y.Z,J, incd 2n constante de integrare. Problema poate fi rezolvaa ca o
problemd Cauchy cu conditii initiale cunoscute din observatii (pozifi, viteze st acceleratt -
par.1.2). '

Notand R = R, +7 si considerand functiile perturbatoare:

Z+Gm, +m)

e, [ )
. 1 xx, +yy +z:z,
R :GZ”m}.L——- J y}:’ ’J, i=1,..,n-1, (24)
j=1 Ty T; :
obtinem ecuatiile migcarii relative raportatd la corpul central m;
(.. G X aei
-+ +my—=—7
xr (mo r)rj3 &i
Vi ‘
187 +G(mo+m,)—3-:§5+ , i=1..,1n-1 : (25)
¥ %2
d{-
&i

:!""l N
I

1.1.2.5. Integralele prime ale ecuatiilor in problema celor n corpun

Ca si in cazurile anterioare, rezultd integralele miscéni centrului de masa al sistemului :

n—

mR =at+b (26)

(=1

si integrala ariilor (de conservare a momentului cinetic) :
n-1 - -
>m(R xR)=¢ 27)
=0

Planul perpendicular pe vectorul ariilor ¢ cu originea in centrul de masa al sistemului sc

numegte planul lui Laplace, si este considerat ca plan fundamental de referinti in cazul studmulu
dinamicii Sistemului Solar pe perioade mari de timp (par.1.1.3).

Daci E reprezint energia cineticd a sistemului

| —

n—-1
E==—omi(X*+V"+Z}) (28)
=0

iar -U/ = V este energia potentiald, atunci integrala prima a energiel
E+(-IN=h (29,

(cu h constanta energiei) exprima legea de conservare a energiel mecanice a sistemului.
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1.1.3. Stabilitatea Sistemmului Solar

1.1.3.1. Introducere

fn mecanica cereasca, una dintre primele abordart moderne ale teorien stabilititu este
considerati lucrarea profesorului japonez Hagihara (1957). In capitolul introductiv al lucrani,
autorul oferi o imagine asupra notiunilor legate de stabilitate: “Va fi pastratd configuratia
actuald a Sistemului Solar pentru un interval lung de timp? Vor cidea planetele pe Soare sau
unele dintre ele se vor indeparta in mod treptat de Soare astfel incit nu peste multd vreme nu
vor mai apartine Sistemului Solar? Se va apropia vreo planetd de o alta §i vor forma un sistem
binar ce se va roti in jurul Soarelui precum sistemul Pidmant-Luna sau va devem acesta mai
excentric sau mult mai inclinat pe ecliptici, rupand configuratia actuald a Sistemulu Solar?
Cum au fost formate sistemele de satelifi in trecut? Acestea sunt intrebiri ce pot fi puse de
oricine incepe s se gindeasca la minunile fenomenelor ceresti ... Toate aceste chestiuni sunt
numite in mod vag stabilitate in mecanica cereasc.”

iIn capitolul patru al unei foarte recente lucrin despre haos si stabilitate (Diacu i
Holmes, 1996), autorii definesc notiunea de stabilitate a Sistemului Solar astfel: ,daci nu se
produc ciocniri intre corpurile care- alcituiesc g1 dacd nici o planetd nu va evada vreodatd din
el; folosind terminologia problemei celor » corpuri, aceasta inseamné cd nu apar singulantan de
nici un tip §i nici o particuld nu pariseste sistemul, nici chiar Intr-un viitor sau trecut infinit de

indepirtate”.

A cerceta daci Sistemul Solar este instabil inseamni a evalua ecuatile (21) in care
expresia lui R contine termeni datorati perturbatiilor planetare. A afirma astdzi ¢ acest sistem
este instabil - dupi mai muit de un secol cind Spiru Haret infirma rezultatele lur Laplace,
Lagrange si Poisson, $t 1a numai trei ani de la prima coliziune observati a doud corpuri ceresti -

nu mai este o noutate.

1.1.3.2. Concepte de stabilitate

Diversi autori au abordat aspecte diferite ale stabilitifii in matematici yi mecanica
cereascd. Vom enunta in cele ce urmeazi principalele concepte ale notiunii de stabilitate.
Conform (Szebehely, 1984), la ora actuald existi cel putin 50 de terminologi §i concepte de
stabilitate.
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Stabilitatea in sensul Hill

In 1878, Hill propunea folosirea integfalei energiel din problema restransd a celor tret
corpuri, pentru a stabili limitele de migcare pentru sistemele dinamice conservative cu
potentiale independente de timp. Ideea de bazi era folosirea ecuatier:

v =2F(q,qp0q,) - C . (30)
unde v este viteza, F functia potential, ¢, sunt coordonatele, iar C este o constanti a migcari.

Ideea originald a lui Hill era de a stabili limitele orbitei lunare, folosind potentialul Hili
simplificat §i integrala Jacobi asociati. Considerabilul avantaj al acestei metode este faptul cd nu
este necesard cunoagterea solutiilor pentru a evalua stabilitatea migcarii. Folosind aproximatule
problemei restrnse pland circulard a celor trei corpun (Soare-Pamant-Lund) in problema

lunard, metoda lui Hill araté c& orbita Lunu este marginita.

Stabilitatea in sensul Szebehely

O misuri cantitativd de stabilitate este urmatoarea: daci constanta de integrare a orbitei
de investigat este C,, (la momentul actual), iar valoarea ei critica (la care apare instabilitatea)
este C,, , atunci misura stabilititii este definitd de raportul (Szebehely, 1984):

C.-C
T — ac cr 31
8 C (31)

Semnificatia fizici a acestei mirimi este ci ea aratd distanta in spatiul fazelor dintre
orbitele actuald si criticd. Daca $<0 avem instabilitate de tipul Hill, ceea ce sugereaza ca Luna
poate parasi PAmantul, devenind o planetd a Soarelui. Ca o aplicatie a acestui tip de stabilitate,
prezentim in tabelele 1 si 2 valorile indicelui de stabilitate S (Szebehely, 1979) in cazul

sistemelor de satelifi ai planetelor, respectiv in cazul problemei celor trei corpuri Soare-Jupiter-

planete.

Planeta Satelitul Stabilitatea Planeta Satelitul Stabilitatea

Piamintul Luna 0,00015 Saturn Mimas 0,72023

Marte Phobos 0,00254 Enceladus 0,56154

Deimos 0,00098 Thetis 0,45187

Jupiter Vv 1,33570 Dione 0,35133

Io 0,56521 Rhea 0,25030

Europa 0,35058 Titania 0,10458

Ganimede 021478 Hyperion 0,08531

Calisto 0,11663 Iapetus 0,03221

XTI 0,0106 Phoebe 0,00313

VI 0,00988 Uranus Miranda 0,33493

VI 0,00944 Ariel 0,21569

X 0,00925 Umbriel 0,15462

XIIR -0,00536 Titania 0,09358

XIR -0,00612 (Oberon 0,06939

VIIIR -0,00656 Neptun Triton 0,21629

IX R -0,00666 Nercida 0,01206

Tabelul 1- Stabilitatea sistemelor de sateliti din Sistemul Solar
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Planeta Mercur | Venus | Pimant | Marte Saturn | Uranus | Neptun | Pluto
Stabilitatea 3,60 1,61 1,00 0,48 0,07 0,35 0,64 0,85

Tabelul 2 - Stabilitatea sistemului Soare-Jupiter-planet

Stabilitatea in sensul Liapunov
In anut 1892, Liapunov stabilea notiunea de corespondentd izocrond intre migcarea
neperturbati §1 cea perturbati. Referindu-ne Ia figura 2, fie orbita originali 4, iar cea perturbati

B. Corespondenta 1zocrond este reprezentati de deviatia y .

Figura 2 - Corespondentele normala si izocrona Figura 3 - Calculul exponentilor caracteristici Liapunov

Fie sistemul de ecuatu diferentiale dx/dt = F{(x,1) pentru vectorul x ce are o solufte x =
w(t) simbolizati prin curba A, in figura 2. Solutia este stabild daca:

Ve>0,38>0ai Ve |y |=g0,) - wit) <6 = |p@) - w(t) < (32)
unde 1) este solutia obfinuta dupa aplicarea perturbatiilor, figurati prin curba B.

Numerele caracterisice Liapunov indicd stabilitatea solutilor cu ajutorul apliciri

perturbatiilor repetate §i al integrérilor numerice. Figura 3 aratd acest procedeu. Curba 4 este
curba neperturbati iar segmentele B, , B, , ... reprezinti solutiile perturbate. Schimbarea uneia
din conditule initiale la 7=/, este d, astfel incit integrarea orbitei perturbate incepe la P,”.Cind

punctul Py’ este atins, perturbatia dp = P,P," este din nou introdusi, obtinand segmentul B, in

mod succesiv, dacid, = P, P/ sid, = P, P, = P, P\’ = ... = P; P{ , atunci avem:
4. _BE
dO - POPO'
st numarul caracteristic Liapunov este definit de relatia:
l1& d
L=lm— — 33
P ¥ ;ln doj (33)
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Daci />0 avem instabilitate sau miscare haotici, dacd L=0 avem miscare cvasi-
periodica, daci L<0 avem stabilitate asimptoticd sau atractie. Astfel, numarul caracteristic
Liapunov va descrie cu sigurant3 detaliile aspectelor de stabilitate ale unei solutt date pentru
perturbatii diferite, in timp ce metoda lui Hill va oferi doar margini posibile, fira a considera

orbite specifice. Dragos (1976) enunti trei teoreme de stabilitate ale lui Liapunov.

Prima teoremi de stabilitate Liapunov:

Daci pentru sistemul de ecuatii de migcare perturbata

%=X (%,,%,,...,%,), i=1,..,n (34)
se poate gist o functie F(x) de semn definit, a cérei dertvatd V sk fie, in virtutea sistemului, o
functie de semn constant opus semnului lui ¥ sau identic nuld, atunci migcarea neperturbati

(solutia banald) este stabila.

Teorema a doua a lui Liapunov (de stabilitate asimptoticd)

Daci pentru sistemul miscirii perturbate (34) se poate gasi o functie de semn definit 7,
avand derivata in virtutea sistemului de semn definit contrar lui /' (nu doar de semn constant),

atunci stabilitatea este asimptotica.

Teorema lui Cetaev (Liapunov) de nestabilitate

Daca pentru ecuatiile diferentiale ale migcarii perturbate (34) se poate gisi o funcpie
V(x) astfel inct intr-o vecinatate oricit de mici a originii si existe un domeniu V>0, denivata
V (calculatd in virtutea sistemului) fiilnd pozitiv definiti In acest domeniu, atunci migcarea

neperturbati este instabili.

Stabilitatea in sensul Poisson

Sa presupunem (e.g. Drimba, 1958) cazul migcirm

x, =X (x,x,,..,x,), i=1...n (35)
in care existi un domeniu n-dimensional V al spatiului (x;, X, ... ,%,) al c&rui volum este finit,
adicd integrala :

JI.] acax, . s, 6

denor

extinsi la toate punctele din V este finitd. S3 mai presupunem ca oricare ar fi punctul (xi,xa...,
x,) din V, traiectoria x,(7), xx(f), ..., x.(f) a sistemului diferential (35), care trece prin acest

punct, este situati in intregime in V atunci cand f variazi de la -0 la o Vom urméan
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rationamentul in spatiul tridimensional. Sa consideram, conform cu figura 4, in volumul ¥ o

portiune mai micd ¥, situatd in intregime in V.

Figura 4 - Stabilitatea in sensul Poisson

Punctele ce alcituiesc V', la momentul =0 vor ocupa dupd un interval de timp 7 un alt
volum V , si in general, la momentul /7 volumul ¥;, unde 7 este un numir natural. Putem scrie
strul:

Vo, VioVa, .., Vi, o VA, (37)
si deoarece sistemul (35) admite invaniantul integral de volum (36) (acum #=3), rezultd ca tott
termenii sirulut (37) vor fi egali : V; = Vi pentru once i $i £ numere naturale. Cu alte cuvinte,
V. se deplaseazi i raméane in } pentru orice #, pastrandu-si misura volumului dar schimbandu-
si forma g1 agezarea cand ¢ variazi. Conform teoremei lui Arhimede, cum ¥ este finit i F,<V,
rezultd ci existi numarul natural n astfel incit:

(nr) Vo>V (38)
si, prin urmare, domeniile sau volumele din girul (31), agezate toate in V), nu pot fi toate
exterioare unele altora. De aici rezultd c# existd doud ageziiri V; si iy (12k) ale lui ¥ astfel incit
Vi &

Rezult# cd existd un numir natural ;= k- i astfel incat

VorsVa = V' ¥,

Efectudnd asupra lui ¥,' acelasi rationament ca si asupra lui ¥,, rezultd existenta unui
numdr natural «, astfel incét:

Vo' aVa =WVl cW' Vs,

Repetind indefinit sirul de operatii, alcituim urméitoarea schemai:

K’: Vl: VZ,----; Vul
|20 LN N
V2 Vi v,

(39)
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unde toti @ sunt naturali. Din modul de alcituire, rezulta:

Vi=vV.nVy cV,
Vi=vV'AVylcV,!

adica:

Voo V) ' oVlio. . oV,Po.. o (40)
unde v este limita girulul méarginit:

v = limy e VP

Mai departe, rezultd ci un punct M care se giseste in V,* la momentul zero s-a gasit in
VL vt V., Vi la momente anterioare, si prin urmare acest punct s-a gisit in ¥, de p ori.

Daci considerim acum cazul limitd, ludnd un punct din v, rezultd ci acest punct a
traversat V,, in migcarea lui, de o infinitate de ori in trecut. Prin alegerea domeniului V', arbitrar
de mic, rezultd toti termenii sirului (40) arbitrar de mici (deci s1 v ). Deci, in condifiile inifiale
ale migcirii (35), admitind invariantul integral de volum, un punct material supus ecuatiilor de
migcare trece de o infinitate de ori, oricdt de aproape, de orice punct al trarectoriel. Aceasta

este stabilitatea Poisson.

Stabilitate ierarhicd

Conform Roy (1982) sau Roy et al. (1985), un sistem de # corpuri se numeste sistem
dinamic ierarhic (HDS) daci atunci cind este descris intr-un sistem de coordonate convenabil
ales, razele orbitale pot fi ordonate in marime ascendentd, ordinea fiind menfinutd pe un
interval de timp cel putin la fel de lung cit cea mai lungd perioadi orbitald a sistemului. Un
HDS se numeste_ierarhic stabil daci intr-un interval de timp substanfial mai lung decit cea
mai funga pencadi a sistemulw au loc urmétoarele conditu:
. ordlinea marimilor razelor vectoare ale corpurilor nu se modifica,
* nu existi apropieri semnificative intre oricare doud corpur, astfel incét semiaxele mar si fie

modificate in mod ireversibil;

e nici un corp nu este ejectat de sistem.

Daci notdm cu H energia totald a unui sistem HDS alcituit din trei corpun, iar pnn ¢
momentul cinetic, atunci cantitatea S = ¢’H este un important parametru pentru stabilitatea
unui astfel de sistem. Valoarea criticd a lui S, notatd S , este valoarea lui S pentru care masele

sunt aranjate in configuratia de echilibru coliniar mymam;. Daca, pentru un HDS dat, S<Su,
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atunci stabilitatea ierarhici este asigurati. In caz contrar, stabilitatea nu poate fi garantati.

Acesta este cniteriul lui Zare. Prima lucrare citatd oferd g1 o aplicapie la stabilitatea Sistemului

Solar. Astfel, Sistemul Solar este in sisteme triple HDS, de exemplu, Soare-Jupiter-Saturn,
Pamant-Soare-Lund, sau Soare-Saturn-Uranus §.a.m.d, criteriul lui Zare fiind satisfacut. Printre
exceptil se numérd satelitii cu migcare retrograda ai lui Jupiter, despre care se crede cd au fost

asteroizi capturati de planeta.

1.1.3.3. Teorema Jui Spiru Haret
Dupé cum se cunoagte, pentru rezolvarea problemei celor # corpun, metoda variatiel

constantelor (elementelor orbitale, £) foloseste dezvoltiri ale elementelor orbitale in serii de

puteri in jurul elementelor orbitei neperturbate:
. 1 .
E=Ey +(t=1)E(t)) + (0~ 1, E(ty .., (41)

unde E, se referd la orbita osculatoare la momentul ¢, 1ar £ la cea adevirati. Expresiile
E.E, . reprezinti termenii ecuatiilor Euler-Lagrange (21) si derivatele lor in raport cu timpul.
In aceste expresii, din exprimarea functiei perturbatoare R ca sumi de functii (24), apar termeni
de ordinul intdi, doi, ... in raport cu excentricitatea, inclinarea orbitei $i masele corpurilor

perturbatoare.

in 1773, Laplace arita ca expresia semiaxei mari (£ = a) limitati la prima aproximatie a

seriei de puten a excentricititii nu contine termeni secularn (liniari cu timpul).

Intre 1774 5i 1776, Lagrange extindea rezultatul, demonstrénd cd pentru aproximatii de

orice ordin in excentricititi, de orice ordin in sinusul inclinfirilor reciproce si pentru perturbatii

de ordinul intdi in raport cu masele, in expresia semiaxel man nu apar termeni seculan.

In 1809, Poisson impingea mai departe studiul stabilititii, demonstrand ci semiaxele

mari nu contin termeni secular in perturbatiile de ordinul al doilea in raport cu masele.

Toate aceste rezultate sugerau faptul ci Sistemul Solar este stabil, adicd expresiile
semiaxelor orbitelor includ doar terment periodici, fira a contine termeni seculari, care ar putea
genera instabilitate.

La 30 ianuane 1878, la terminarea studilor la Facultatea de Stiinte din Pars, tanirul
matematician romdn Spiru Haret infirma sugestile lui Laplace, Lagrange §1 Poisson,

demonstrand ci daci se considerd expresia functiei perturbatoare R aproximati prin seri pand

la puterea a treia a maselor, atunci in expresiile axelor man ale planetelor apar termeni seculari.

Acest rezultat este continut in teza cu tittul Sur ['invariabilité des grands axes des orbites
planétaires (Asupra invariabilititii axelor mari ale orbitelor planetare), Haret devenind astfel

primul roman doctor in matematici la Pans (e.g. Andonie, 1965). Rezolviand cu succes o
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dificild problemd de mecanici cereasci (in 36 de etape impirtite in patru capitole) Spiru Haret
a contribuit in mod hotirator la schimbarea conceptiei refentoare la stabilitatea Sistemulw
Solar-planetar.

in referatele prezentate in cadrul stagiului, am intilnit §i unele erori sau deficiente in
teza lui Haret, care din fericire nu influenteaza concluzia finald. De exemplu, in lucrarea sa in
tre1 volume, Andonie (1965) afirma (pag.220) faptul ca ,Haret a dat tezet sale trei redactirn
succesive. In prima redactare, influentat de unele omisiuni ficute de Poisson, conchisese ci si
in cazul consider#ri puterii a treia a maselor, axele mari ale orbitelor sunt invariabile. Dar, ca
om de stiinta prob, reia calculele, gaseste omisiunile esenfiale §i ajunge la rezultatul contrar”.
Intr-o tezd mai mult decit exhaustivi, Meffroy (1955) cauti o expresie analitici a termenilor
seculari pun ai perturbatiei de ordinul al treilea a axelor man ale orbitelor osculatoare,
dovedind existenta acestora in cazul particular cdnd inclinatule orbitelor sunt nule
excentricititile foarte mici. Dupi ce trece In revistd rezultatele lur Laplace, Lagrange, Poisson §i
Tisserand, autorul francez se opreste si asupra rezultatului lui Haret. Dupd ce aminteste de
termenul secular gasit de acesta la inceputul calculului, Meffroy 15i exprimi regretul asupra
neexplicitini coeficientilor care apar in termenul siu secular §i pe de altdi parte asupra
necercetim ordinului sdu de marime. Mai mult, intr-o lucrare ulterioarda (Meffroy, 1958),
autorul impinge calculul functiei perturbatoare pana la puterea a sasea a excentricitatii.

Cu toate aceste erori sau deficiente inerente pentru o problemi atit de complexd, nu
putine au fost ecourile pozitive la adresa rezultatului lui Spiru Haret. In monumentalul Trarar
de mecanicd cereascd se pot citi urmitoarele considerati ficute de Tisserand nu cu mult dupa
sustinerea tezei lui Haret (Tisserand, 1889): , Intr-o Tezi sustinuti la Sorbona in 1878, Domnul
Spiru Haret a urmat calea pe care i-o indicasem; el a reluat, intre aitele, o veche demonstratie
in care Poisson credea cd dovedise ci axele mari nu au inegalitdti seculare de ordinul trei in
raport cu masele, cind se 1au in consideratie doar variatiile elementelor planetei perturbate.
Domnul Haret a demonstrat ci axele mari confin inegalitifi seculare de ordinul trei in raport cu
masele”. O alti referire la teza lut Spiru Haret este ficutdi la pagina 10 a lucrdni lui Hagihara
(1957). Recent, un alt ecou asupra tezei marelui om de $tiintd romén rezoneaz si din lucrarea
profesorului A Pal (1991) care pune rezultatul lui Haret sub form3 de teoremi 1 enuntd citeva

posibile aplicati, rimase inci nerezolvate.

1.1.3.4. Abordare numerici a problemei stabilititii

O metodd moderna de analizi in studiul stabilitigin Sistemului Solar este integrarea
numerici a ecuatiilor de miscare (par.1.2). In acest sens, Kinoshita si Nakai (1988) integreaza

numeric orbitele celor cinci planete exterioare pe un interval de cinci milicane de ani. Cele sase
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elemente orbitale sunt figurate pentru cele cinci planete pe diagrame reprezentand variatia lor
in timp. Autoni indicd posibilitatea de a discuta evolutia pe termen lung prin folosirea teoriei
perturbatiilor seculare. Configuratia prezenti a planetelor exterioare poate fi stabili pe perioade
lungi de timp (comparabile cu varsta Sistemului Solar), dest variatia miscini lui Pluto (in
principal excentricitatea §i semiaxa) este mare §i neregulati, fiind datorati deselor ,violari” ale
orbitei lut Neptun,

O altd abordare mai recenta (Laskar, 1992) foloseste un pas de 500 de ani si un interval
de 400 de milicane de ani. Rezultatul este o migcare haotic, cu un exponent Liapunov de
1/5Mani. Totugi, chiar pentru aceastd perioadi, autorul nu observi nici un eveniment

catastrofic important. Planeta cu cea mai haoticd comportare este Mercur.

1.2. METODE DE INTEGRARE NUMERICA
A ECUATIILOR DE MISCARE

Dupd cum este cunoscut, problema directi a mecanicii ceresti, cunoscuti sub
denumirea clasicd de calcul de efemeridi, constd in determinarea evolutiei punctului material
sub actiunea gravitationald a corpului central si a celor perturbatoare, in ipoteza cunoasterii
unor conditii initiale (pozitii §i viteze), rezultate din observatii.

Conform Brouwer §i Clemence (1961), integrarea numerici este cea mai puternici
metoda de determinare a migcarii corpurilor din Sistemul Solar pentru citeva revolutii in jurul
corpului central. Totusi, pentru determinarea orbitelor pentru mai mulite revolutii, experienta

arati ¢ metodele analitice sunt mai eficiente.
1.2.1. Metoda lui Cowell

Metoda lui Cowell a fost pentru prima dati utilizati in anul 1910 (e.g. Brouwer si
Clemence, 1961), pentru predictia intoarceni cometei Halley. In aceastid metoda, ecuatile de
migcare sunt scrise sub formd rectangulard si integrate in mod direct, furnizdnd coordonatele
rectangulare ale corpului perturbat. La fiecare pas, atractile corpurilor perturbatoare
(presupuse cunoscute) sunt adugate la cea a corpului central. Avantajul metodei Cowell este
acela ca asupra orbitei initiale nu este ficutd o aproximatie de orbitd conica, metoda putind fi
aplicata in sisteme de corpuri nedominate de un corp central. Dezavantajul metodei constd in

convergenta mai pufin rapidi fati de alte metode.
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Alegéind corpul central drept origine a sistemului de coordonate, ecuatiile diferentiale
ale migcarn corpului de masd m, perturbat de corpurile de mase m,, m, ... se scriu:

(xj-x xj\

E:—k2(1+m)ri3+}:k2m}.t —- 3J | (42)

7 rf
s1 cele analoge in y $i z. Prin alegerea unititii de timp, ziua efemeridelor, si a unititii de masj,
masa corpului central, constanta A°=G reprezinti patratul constantei Iui Gauss

k=0,0172020985. Notatiile

_ 2 2 2
r} -—ij +yj +Z}-

Py = ‘\/(xf "‘x)z +(y_, _y)z +(zf ‘2)2

reprezintd distanta de la corpul perturbator j la corpul central, §i respectiv distanta de la corpul

perturbator la cel perturbat.

Ecuatia (42) reprezinti ecuafia fundamentald a metodei lui Cowell. Primul termen
reprezinti actiunea corpului central asupra lui m, primul termen din parantez3 fiind acfiunea lu
m; asupra lui m, iar ultimul actiunea lui m; asupra corpului central. In cazul in care se doregte
integrarea ecuatiilor de miscare pentru un asteroid sau o comets, se aproximeazi m~0. In acest
caz, xi, ¥i, Zi Se presupun cunoscute, ceea ce permite ca solutia {x,),z) si fie obtinuti prin
aproximatii succesive, dupa cum urmeazi:

S@ presupunem ci se doregte integrarea ecuatiilor de migcare (42) ale unui asteroid in
jurul corpului central - Soarele, sub actiunea perturbatoare a planetelor. In prima etapi sunt
calculate coordonatele (x,),z) ale asteroidului la epoca osculatiei ¢, folosind formulele (8) din
problema celor doud corpuri §i elementele orbitale presupuse cunoscute. Aceste coordonate
formeazi primul termen al ecuatiei (42). Termenul al doilea se obfine prin sumarea
perturbatilor planetare, determinate la rindul lor din datele inifiale cunoscute asupra
coordonatelor (x;,);,2;), a maselor m; §i a distantelor r; §i 5. Notdnd prin f; suma celor doi
termeni referitoare la coordonata x, se calculeazi valorile £, £, ... , “f 'f corespunzitoare lui f;
din calculul cu diferente finite (analog i pentru celelalte coordonate y si z). Urmiatorul pas
constd in recalcularea valorilor £, f; i /; pentru datele £,+w, #,+2w, ... (unde w este pasul de
integrare), folosind valorile x, y §i z rezuitate din tabelele de integrare.

1.2.2. Metoda lui Encke

Spre deosebire de metoda lui Cowell, metoda lui Encke furnizeazi, in locul
coordonatelor (x,),z), diferentele intre coordonatele reale si cele ale orbitei osculatoare (e.g.

Brouwer g1 Clemence, 1961). in acest caz, abaterile de la orbita osculatoare se numesc
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perturbafu, acestea fiind nule la epoca osculatiei. Avantajul metodei lui Cowell este acela ca
pentru momente apropiate de epoca osculatiei, perturbatiile sunt mici si pot fi exprimate prin
cateva cifre semnificative. Dezavantajul este ci pentru perioade mari de timp perturbatiile se
acumuleazi, ceea ce necesitd corectarea orbitei si determinarea coordonatelor §i vitezelor la
noua epoca.

Fie (xo,yuz,) coordonatele heliocentrice rectangulare ale asteroidului de masi m in
problema celor doud corpuri, §i (£#,) diferentele datorate perturbatiilor planetare.
Coordonatele reale (x,,z) ale Iui m sunt date de relatiile x=x,+¢& si celelalte corespunzitoare lui
y st z. Folosind aceleagt notatii din par.1.2.1. pentru distante, ecuatiile fundamentale ale
metodet lui Encke sunt:

(xj —x x )

.. 1 j
w2.§:w2k2(1+m)r—3(qu_§)+Zw2k2m;L ——3J (43)

3
o P 7 rJ

si cele corespunzitoare celorlaltor coordonate, unde w reprezinti pasul de integrare si

] 1 ]
_(x., +2§J§ +(yo +5an +[zo +2§Jg

4* r2

1-(1+2¢)™
q

Solufia ecuatiilor (43) introduce sase constante de integrare, alese astfel incét

f=

coordonatele $i componentele vitezelor din orbita neperturbati s coincidi cu cele ale orbitei
perturbate la o epoci datd, ceea ce Inseamni ci £,7,¢ ,E,ﬁ,g' sunt toate nule. Deoarece
masele m; §i valorile (& 7,4) sunt mici, cantitatile (x,,z) din membrul doi al ecuatiilor (43) pot
fi inlocuite prin (¥o,o,20), Cu erori de ordinul m;”.

Integrarea ecuatiilor (43) din metoda lui Encke se face aseminitor cu metoda expusi in
1.2.1, cu deosebirea ci valorile 7, /. ..., ’f 'f care apar in calculul cu diferente finite se refera

acum la coordonatele &, 7751 £
1.2.3. Metode Runge-Kutta

Dupé cum este cunoscut, metodele Runge-Kutta constituie o clasi largi de metode

numerice destinate rezolvani problemei generale de tip Cauchy :

J%:f(x,y)

(44)
(y(xo) =Y,

2

unde functia f este diferentiabild, 1ar relatia a doua costituie o conditie la limiti, cunoscuta.
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Metodele Runge-Kutta au tre1 proprietiti definitorii (e.g. Beu, 1992) :
¢ sunt metode directe (pas cu pas);
¢ solutia furnizatd de metoda Runge-Kutta de ordinul p coincide cu dezvoltarea in serie
Taylor pana la termeni de ordinul #°;
¢ necesitd numai evaluarea functiei f{x,y), nu si a derivatelor sale.

Presupuniind ci se cere determinarea solutiei pe reteaua de puncte echidistante de
normi A, X,Xy,..., XmXge1,-.., propagarea solutiei de la punctul xn la xm.: se scrie dezvoltind

functia y(x) in jurul punctului x,,:

) g z}
Yo =n Wb 3 o ) (45)

Metoda Runge-Kutta de ordinul p i1 propune construirea unei functii de variabild A,
care si depinda de f(x,y), dar nu §i de derivatele sale, si pentru care dezvoltarea in serie dupi
puterile lui /1 s& coincidid cu dezvoltarea (45) a solutiei exacte pani la termeni de ordin p (cét
mai mare), indiferent de functia fx, ).

Predictia valorilor yu.; se face sub forma combinatiei liniare:

ym+l :ym +iwik19
i=1
[k =h(&,m,)

E=x_+ah

!

i—1
L =Va +Zﬁ1jk1‘
j=1

(46)

unde a;, B §i wi sunt constante care trebuie determinate, iar a, = 8, =0,&, =x_.7, =y,

Pentru p=1, formula Runge-Kutta de ordinul unu este:
Y = Vm YA (X, 50) (47)

cunoscuti g1 sub denumirea de metoda lui Euler (sau a liniilor poligonale).

Pentru p=2, dezvoltind expresia lui ym.: obtinutd din (46) dupa puterile lui A, dupi
identificarea coeficientilor lui /# cu formula (45) si alegerea convenabild a constantelor, se

obtine formula Runge-Kutta de ordinul doi:

h
Yot = ¥ 4 2| F )+ (g 4 by, + 1 (30, D), (48)

cunoscuti §i sub denumirea de algoritmul predictor-corector al lui Euler.
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Varianta cea mai important? este formula Runge-Kutta de ordinul 4:

1
Vo1 =V, +g(kl +2k, + 2k, + k), cu

k

h
<kl:hf(xm:ym)7 kzzhf(xm-l_ivym_k_-z—l) (49)

h k
k, :hf(xm H Yt "5‘]  k=hf(x, +hy,+ k)

1.2.4. Alte metode de integrare

Intr-un studiu relativ recent (Kinoshita st Nakai, 1988), bazat pe un chestionar distribuit
membrilor Comisiei 7 (Mecanicd Cereasci) a Uniunii Astronomice Internafionale, intre care
figureaza §i fara noastri, sunt prezentate principalele metode de integrare numerici folosite in
astronom:a dinamic actuali si domeniile de lucru unde acestea sunt aplicate. Studiul clasificd
metodele folosite de autori in doul categorii: metode multipas $i metode unipas (de tip Runge-

Kutta, de tip serie Taylor si de tip extrapolare).

Daca consideram problema Cauchy:

& t)= 50
dt"f(xat):x( a)_gi' ( )

unde x i f sunt vectori, introducand notatile:
{tn =t, +nh
fo=7(x,.1,)
cu x, 0 solutie aproximativa pentru x(#,), atunci, o metoda generald multipas poate fi:

ia,—x,ﬁ, =hiﬂ,~f,,+j , (51)

=0 j=0
unde ¢ ; §i B; sunt constante care definesc integratorul cu pasul £, iar i =1. Formula (50) se
numeste integrator explicit {sau predictor) dacd £ =0 sau integrator implicit (sau_corector)
daca #,#0.

Studiul contine referiri la metodele de integrare folosite de autori diferiti, la metodele de
verificare a rezultatelor §i la domeniile de aplicabilitate a metodelor de integrare. Datd fiind
utilizarea pe scard tot mai largd a metodelor numerice, rezumam in cele ce urmeazi rezultatele
studiului autorilor japonezi (Kinoshita §i Nakay, 1988):

Rispunsul la intrebarea ,ce fel de metode de integrare numericd folosifi” situeaza

metodele de tip Runge-Kutta pe primul loc (in 40% din cazuri), urmate de metodele de tip
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multipas (33%), de tip extrapolare (15%) s de cele de tip Taylor (12%). Refentor la metodele
de verificare a rezultatelor obtinute prin integrare numericd, conservarea integralelor si
integrarea invers3 sunt cel mai des folosite (in 33% si respectiv 32% din cazun), urmate de
schimbarea pasulu, folosirea a doud metode diferite, compararea cu observatiile, §.a. (in sub
10% din cazuri fiecare). Cele mai multe aplicatii ale metodelor numerice se referd la dinamica
asteroizilor (19%), a satelitilor artificiali §i in probleme de céteva corpuri (cate 14% din cazun),

la migcarea cometelor si planetelor (cite 12%), s.a.

1.3. PROBLEMA INVERSA -
METODE DE DETERMINARE A ORBITELOR

1.3.1. Introducere

Spre deosebire de problema directd, care studiazi evolupa dinamici a corpunlor
Sistemului Solar cidnd se cunoaste orbita (eliptici, parabolicd sau hiperbolicd), problema
mnversi consti in determinarea parametrilor orbitali, in ipoteza cunoasterii din observatii a
coordonatelor aparente ale corpului.

Problema inversd este mat dificili chiar din start, deoarece pentru determinarea
elementelor geometrice care definesc orbita (eliptici, de exemplu) sunt necesare coordonatele
geometrice ale corpului, posibil de calculat prin aplicarea corectiifor de paralaxi si aberatie
pozifuilor aparente observate. Aceste corectii nu pot fi cunoscute, datoritd necunoasterii
distanter geocentrice a astrului. De aceea, aceastd problemid se rezolvd prin aproximatii
succesive, determinidnd mai intdi elementele orbitale (si distanta geocentricd) din pozitiile
aparente, §$1 repetind calculul cu distanta geocentrici astfel determinatd, pand cind orbita
devine suficient de exacti.

Determinarea celor yase constante orbitale se poate face considerand cel putin jase date
independente de observatie, care vor defini astfel orbita ,preliminari”. Acestea pot fi trei

perechi de coordonate (@j,4;) la momentele de observatie 7 (7=1,2,3), sau céte o pereche

(x,6 ),(d,J' ),(¢,8) la un moment de observatie. Cele doui metode au fost elaborate de
Gauss, in 1801, si respectiv de Laplace, in 1780. Pomind de la o lucrare de popularizare
(Alexescu, 1986), g folosind o referingd mai veche in calculul orbitelor (Picart, 1913), am
aplicat in perioada studentiei metodele Gauss §i Laplace la determinarea orbitelor cometare
(Viaduvescu, 1991), implementind metoda lui Gauss §i calculul de efemeridd intr-un program
dezvoltat in limbajul FORTRAN pe calculatorul FELIX C-256 al Universititii din Craiova.
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1.3.2. Metoda lui Gauss

1.3.2.1. Probleme preliminare

Fie P; tre1 pozifit succesive Ja momentele de observatie # (7=1,2,3) ale unei planete sau
comete, in migcarea in jurul Soarelui @, iar (X,,Y;,Z;) coordonatele rectangulare heliocentrice
ale acesteia. Daci Sy, 37, S5 sunt arnile triunghiurilor @P,P>, ©P,P;, ®F,P;, atunci ecuatiile

fundamentale ale metodei lui Gauss sunt urmitoarele (e.g. Danjon, 1959):

S S
xngg——x2+x3EL=0 (52)
3 3

si cele corespunzatoare in y g1 z. Daca notam:
6,=t,-1,,0,=t,-1,,8,=t,—1¢,,
folosind integrala ariilor C = xy — yx s1 dezvoltarea in serie Taylor a elementelor x §i y, ariile §j

pot fi scrise sub forma :

k1l . k1
_ =g 53
28, CB,{I 6r2 0, ar 8, +. } (33)
s1 anatog 25, st 25;. Mai departe, se obtin expresiile rapoartelor 52/5; i $1/53:
S @ k1 k1
5= g—iugrz—a(e; - 9'2)75_"'292(%% -9,2)+..} (54)

cu k patratul constantel lui Gauss. Din dezvoltarea coordonatelor x, y in funcie de x; si

respectiv y» pand la termenul de ordinul patru, se obtine relatia :

6, (1 } 0, ( %\ g,x (1 v ) 0 (55)
x| 1+—5 x — |+ + ,
(e o1 Jrom 13-
unde s-au notat:
k k k
w, = 12(99 -6,%),y, = 12(69 +6,2), v, 3(9293_9‘2) (56)
Identificarea sistemelor (52) si (55) furnizeazi formulele lui Gibbs:
b ¥,
I+ 1+
SN (57)
S, 6, 1_&’33'93 L
r,’ r,’

Dacd notdm pnin Z; aria sectorului curbiliniu corespunzitor lui §; (i=1,2,3), atunci

raportul y, = L, /S este furnizat de ecuatia lui Gauss de gradul trei :

3 2 h:'
Yo 7 —h,-riw3=0, (58)

unde s-au notat:
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h = :
A S~
B LS K.-(1+3<§)J (59)
[xf =nr,+xx, +tyy +zz , =123

Formulele urmitoare stabilesc relatii intre anomaliile adevirate v; si elementele

geometrice ale elipsei:

2§ X, x5 + +zz
173 11
‘Jecosvr. = rﬁ—lzdi , i=13 60)

vi+v; d —d,

v,-v, d, —d, x
cot =
2 d, +d, 2 d +d,; 28§,

Daci A este distanta geocentrici a planetei, iar (a,d) coordonatele ecuatoriale
geocentrice, atunci coordonatele ecuatoriale heliocentrice rectangulare (x,y,z) ale planetei se
exprimd in functie de coordonatele geocentrice (X,Y,Z) ale Soarelui prin relatiile:

Jx:Acosé‘cosa ~-X=AA-X

y=Acosésinag —-Y=puA-Y , (61)
z=Asinéd -Z=vA-Z
unde A, 4, v sunt parametrii directori ai pozitiei observate. Dezvoltand relatiile (52) cu ajutorul

sistemului (61), obtinem:

S, A S
/?‘1 1S3 ZQA2+/13A3SS S3 Xl X2+S3 3 L (6 )
st celelalte in 12 51 v (=M i respectiv N). Solutia acestui sistem este de forma:
(

S
—2A =aL+bM+cN

S;
VA, =a,L+b,M+c,N (63)
S
—A,=a,L+bM+c,N
LS5
cu notatiile:
_ Vs BV, _ MV BV _ MV, Y
W=7 p & TT T p %I
) A A 4 (64)
D=y p, p
i v W

$1 (b1,b2,83) 51 (¢1,¢2,¢3) obfinute prin permutiri circulare din (64).
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In sfarsit, coordonatele ecliptice heliocentrice (x’)',z) ale astrului se exprimi in functie
de aniile proectitlor oy, %, ale lut 3 pe planele sistemului ecliptic, prin relatiile:

20, = x,'y;'—x;'y,'= 25, cosi
20, = y,'2,'-y,'z,'= 28, sinisinQ (65)
20, = x,'z,"-x,'z,'= 28, sini cos Q2

1.3.2.2. Algoritm de calcul
1. Se extrag coordonatele rectangulare ecuatoriate ale Soarelui (X,Y,Z); 1a epocile 4 , i=1,2,3;

2. Cu parametrii 4,1, din (61) §i 8;,5;,¢; din (64) se formeazi sistemele (62) in LM,N si (63)
in Ay,Az,A;. Pentru cele trei epoci fj, se scriu relatiile:

rt= AP 2A(AX + u¥ +vZ) + (X2 4+ Y7+ 72) (66)
3. Cu 6; se calculeazd S$\/Ss, $2/5; din (54), hmitindu-ne la primii doi termeni; se scriu

expresiile L M,N stabilite la etapa 2 in functie de r,’;
4. Se introduc expresiile lui L AN gisite anterior in a doua relatie (63) stabilita la etapa 2; se

giseste o relatie intre Az si 1/7,° care se asociazi cu (66) scrisi pentru £. Din rezolvarea
sistemului, rezultd r; §1 Ay;

5. Se calculeaza 51/5;, 52/5; 1 LM,N din formulele gisite in etapa 3 §i Aj,As §1 r1,72,73 din etapa
2

6. Se calculeaza timpul de aberatie ¢, = 0.00577A, (zile) $t se extrage din cele trei momente ¢;.
Se calculeazi no1 valori &;;

7. Cu formulele i Gibbs (57) se calculezi noi valoni (mat exacte) pentru 5,/53, 52/5; si apol
LMN, din etapa 2, A; si rj;

8. Cu noile valori A; gésite la etapa 7, se calculeazi noi valori 7; §i apoi 6,

9. Din relatiile (61) se calculeazi coordonatele (x;,y;,7;);

10. Din (59) se calculeazi «;” i A; (=1,2,3), neglijandu-se parametrul &,

11. Din relatile $\/53=(681/63)-(¥3/71), S¥S5=(602/03)-(¥3/¥>) se calculeazd S,/5s, S»/S; si apoi
LM.N si A;, r; cu relatiile de la etapa 2,

12. Din (61) se calculeaz3 (x;,y1,z;);

13. Transformarea coordonatelor ecuatoriale (x,y,z) in ecliptice (x’y",z") se face dupi relatiile:

in': X;
y,'=y,cose+z8Ing | (67)

f

Z'=—Y,SInE+z, COSE
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unde ¢ este inclinarea ecuatorului pe ecliptici la epoca observatiei,

14. Se calculeazi S; din (65) §i parametrul orbitei:

C? , Vs
. L3 6
p Z 48, k032 (68)

15. Cu (65) se calculeaz3 elementele 7 i £2;

Vv, +V,

2
17. Din (60) se calculeazi e si apoi a = p/(1-¢*), n=ka"*;

16. Din (60) se calculeazi v, —v,,d,,d,,tan si apoi vy §i vs;

18. Din relatile:

z —xsinQ+ ycos)

1 + = - =
Jsm(v ) 7 sing rcos? (69)

xf yt
[cos(v +@) =—cos+—sin{)
r r
se calculeazi v+ @ i apol @,

19. Din relatia:
E —e 1%
tan—=,/—— tan— (70)

si ecuatia lui Kepler se calculeaza £ (anomalia excentricd) st apoi M.

1.3.3. Metoda lui Laplace

1.3.3.1. Probleme preliminare
Parametri directon ai pozifiei geocentrice a astrului gi derivatele lor in functie de timp

au urmétoarele expresu:
J)L:cosé’cosa, A=-dcosdsina — & siné cosa
p=cosdsina, fi =dcosd cosa — 4 sind sina (71)
lv=sind, v=20 cosd
([ =—d cosdsina —&sind cosa +2d6 sind sina —(a*+6%)cosd cosa
Vi =d cosd cosa ~Fsindsina —2ad sin cosa —{a? +87%)cosd sine

V=6cosd -8 sind

Cu notatile anterioare, relatiile urmitoare exprimi legitura intre coordonatele

ecuatorale:
Jx:}{A—X, ¥=AA+ A~ X
y=pA-Y,y= A+ pA-Y (72)

z=VA-Z,2=vVA+vA- 7
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Derivand din nou aceste relatii si folosind ecuatiile de migcare din problemele celor doui

corpuri Soare-Pamint §i Soare-astru, rezulti urmatorul sistem in A, A, A (e.g. Danjon, 1959):

i . kA 11 '
Z.A+2M+1(A+;§*]=U(r—3—?] (73)

si celelelte doua relatii in ¢ §i veu Y i respectiv Z. Solutia (A, A ) a acestui sistem este:

A_k(i L]&
T \r* RJD,

74
L_AD, (74)
2D,
cu notatiile:
JDa = M — o)+ i 40— vi) + A pd - 441)
D, = X( vt — pv) + Y[Av— vd) + Z{ i - 24) (75)

D, = X( v - vii) + (VA - Aj3) + Z(Aji — pd)
Prima ecuatie (74) g relapa intre laturile triunghiului Soare-Pimént-astru furnizeaza

urmitorul sistem In necunoscutele (,A):

-

D
__%k
3 Dl
r =
S A (76)
D, R
r? = AT = 2A(AX + w¥ +VZ) + R?

Elementele orbitale i s1 €2 se calculeazi din relatiile:

€y . chz +csz
tanQ == | tanj = =, (77)
3 1

unde:
[c, =¥,C08€ +¥,8In¢

C, =7

[c3 =—y,SIN€E+7,COSE
¥ :x)"*}'f: ¥a :yé'_zj’, }’3:x2—z£

Pentru corectarea orbitei preliminare folosind trei observati, urmitoarele relatii sunt

(78)

folosite la calculul efemeridei:

Jx: A (cosE—-e)+ B, _sinE
: n . (79)
[x— lwecosE(_A" sinE + B, cos E)

st cele in y 51 z corespunzatoare lui 4,,B, 51 respectiv 4,,B;, unde:
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[ a xsin £
JAX =x—cos K~
r n (80)

x(cos E - )
n

a.
{Bx = x;smE+

si celelalte, prin permutérn in y 1 z.

Acestea sunt relatile fundamentale ale metodei lut Laplace. Totusi, in ciuda simplitati
sale, la epoca la care a fost propusi, metoda nu indica un procedeu de determinare a
derivatelor (&,08),(¢i,0). Urmitorul pasaj extras dintr-o scrisoare adresati de Lagrange lui
Laplace, in 1781, este elocvent In acest sens (Picart, 1913). ,Consider ci& metoda
dumneavoastra furnizeazi, analitic vorbind, solufia cea mai simpli a problemei in cauzi; dar
ma tem ci ea nu este atit de utilad in practicd precum este in teorie, din cauza dificultiti de a
determina, a posteriori, derivatele prime si secunde ale coordonatelor geocentrice”. Astizi,
pentru determinarea acestor derivate, existi doud metode, pe care le vom enunta in cele ce
urmeaza.

Pnma metodi a fost propusa de Danjon (1959), si foloseste pozitiile observate (ag,00)
la epocile #; (7=1,2,3), derivand numeric aceste coordonate si ameliordnd orbita calculati la
epoca medie ,=(1y++5)/3 prin metoda pozitilor fictive Aceasti metodd constd in
determinarea, in pnm aproximatie, a pozitiilor (a,dc); la epocile #, folosind orbita calculata.

Aceste pozitu vor diferi de cele observate prin reziduurile (Ax, 49); date de diferentele ,0-C”.
Prin adunarea la pozitille observate a reziduurilor, rezultid poztiile fictive (g, &) care, folostte

in a doua aproximatie ca date de intrare in locul lut (ay,d,);, vor determina o noud orbita.
Calculand din nou efemerida pentru momentele £, vom determina noi reziduuri, inferioare

celor de la pasul anterior. Repetind procedeul, reziduurile se vor anula, iar orbita se va
imbunitiyi folosind cele trei observatii; contribujia roméaneasci la metoda pozitiillor fictive
apartine dr. V. JTonescu Vlidsceanu (1987).

A doua metodd de calcul al derivatelor (¢,5),(d/,8) este o contributie personald, si
foloseste citeva zeci de observatii CCD, determinate din fenomenele de apropiere aparenti a
corpurilor mici de stele de catalog. In cazul observatiilor CCD, dat fiind avantajul expunerii de
ordinul secundelor, in timpul acestor fenomene cu dinamici rapida, pot fi obtinute totusi citeva
zeci de imagini care vor furniza valorile (a,8),(¢,8),(&,5).

Avantajul acestei din urma metode este dublu, si il vom sublinia in cele ce urmeazi. Pe
de o parte, la observarea fenomenului de apropiere, in reperul stelei, precizia de determinare a
pozitulor corpului creste odati cu sciderea separatiei stea-obiect, date fiind erorile de reducere

a observatrer (par. 5.1.1, 5.2.1) i cele introduse de aberatiile optice ale instrumentului. Din
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aceastd cauzd, In aceastd metodd, recomandim alegerea epocu !, - momentul separatiei
minime stea-obiect (par. 6.2.4). Pe de alti parte, desi valorile (aq,d) sunt afectate de eroarea

de catalog a stelet de reper (in general sub 0".1 - par. 5.2.3), totugi, din considerente de pozitii
relative, valorile derivatelor nu vor fi afectate de aceast3 eroare.

Determinarea valorilor (a,8),(¢,8) se face cu aproximarea celor citeva zeci de
pozitii prin polinoame de gradul doi:
a=a,t’ +bt+c,

{S:astz +hst+c, (81)
unde coeficientii a,, ... se vor determina prin metoda celor mai mici patrate, si din care
derivatele coordonatelor rezulti imediat:

@, =2a,t,+b,, d,=2a,, 8, =2a,, +b;, 8, =2a, (82)

a

1.3.3.2. Algoritm de calcul

1. Se alege epoca medie #, (1, =(f, +1, +1,)/ 3 in cazul metodei cu trei observatii), se extrag
coordonatele Soarelui (X,Y,Z),(X,¥,Z) la epoca medie (si la momentele ¢ in cazul metodei
pozitiilor .ﬁctive); se calculeazi (di,8),(¢#,8) cu una dintre cele doud metode din par.1.3.3.1;
2. Cu (71) se calculeaza parametrii directori (A, u, v) si derivatele (A, 2, V), (4, ji, V),

3. Cu (75) se calculeazi D;, D,, Ds; din (76) se determini r st A prin aproximatii succesive
(initializdnd A=1), si apoi A din (74);

4. Se calculeazi coordonatele heliocentrice st derivatele lor din (72), cu care se determini o

valoare maiexacti r = x> +y?> +z2 §i V=Jx? +32 +3%:
y § y )

2

) 1 2 v ) ) .. . )
S. Din relatia — PRt rezult a, si apoi n = vka ¥*. Constanta ariilor rezulta din relatia:

C? = (- y%) +(y2-2)" + (- 2)° (83)
far p=C?flk sie= 1/ 1- p/a . Se calculeazi unghiul auxiliar A din relatia;

sin = 0 (84)
si apoi E din
) 1- ¢
sink = tan 8 , (85)

dupd care M, din ecuatia lui Kepler. In cazul metodei pozitiilor fictive, cu (80) se calculeazi

(Ax,Bx,...)i pentru cele trei epoci §i apoi (x,y,2); cu (79);
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6. In cazul metodei pozitiilor fictive, din M = M, +n(t—¢,) se calculeaza M; si apoi u; din
ecuatia lui Kepler; se calculeazi coordonatele geocentrice & =x+X,n=y+Y {=z+Z7

pentru cele trei momente. Din transformanle:

no 9
tana, =, Sing, = ———rr— (86)
'3 NET+RE+ ¢

se calculeazi efemerida (., d;);. Se determind reziduurile Aa =, —a,,A6 =6, -5,

7. In cazul metodei poazitiilor fictive, se calculeazi pozitille &, = @, + Aa,8, =8, +AS.
Se reia calculul 1-7 pand cind reziduurile devin suficient de mici;
8. Cu distanta geocentrici calculati, se determini timpul de aberatie r = 0.00577A si se
corecteazd momentele observatiilor, ¢, =¢, — 7. Se transformé pozitiile aparente observate
topocentrice in pozitii baricentrice (pentru care au fost scrise ecuatiile de migcare in problema
celor doud corpun Soare-baricentru Piméant-Lund) g1 se aphcid si corectile de aberatie,
determinandu-se pozitiile adevirate.

Se reia calculul 1-8 (practic e suficient3 o singura iteratie).
9. Cu (78) se calculeazi c,, ¢, ¢; , apoi i §i © din (77). Transformanle (67) furnizeaza

coordonatele ecliptice heliocentrice (¥',V/,z), din care rezulti v+ din relatiile:

. Z
jr sin(v+ @) = 7 87)

lr cos(v+ @) = x'cosQ+ y'sind

$i apoi v din relatiile:

( cosu-—é
cosy=—"—
l-ecos E
h_.2 (88)
. l-e" sinu
sinv=
1-ecos E

§i In sfarsit, @.
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