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~CAPITOLUL III=

CALCULUL ELEMENTELOR ORBITEI CU AJUTORUL DATELOR
HELIOCENTRICE

tt———
s say

Are o importanti directid in eplicareas metodelor Laplace gi
Gauss pentru determinarea de orbite din capitolul urmiior.
3,1, DETERMINAREA ELEMENTELOR,DACA SE CUNOSC
POZITIA SI VITEZA INITIALA A ASTRUIUI

Integrala fortelor vii (7) din l.l.devine cu(mmm)in cez eliptic

dx \* g?l L dax \%* 2 2 t
@ (ZFV- ()~ (F) = (%-%
iar in cag hiperbolic a se inloculegte cu ~8y .

Pe de altid parte,ecuatiile de migcare (12')din 1.2.91 integrale-

le ariilor (4)1.1. ne permit si exprimim combinatia
v 2 d ad 4 d
ety e Ky ( oy SNV N3 ‘ ( X _ %2
Ar> 1> ~ , 2 * qx ‘3 ct;t ~ dr gt
= b eytrz A _ Kix A;\
)'L} IK- )Z} “_\d I‘i_ * 2
Dar,dacd (x,y,2z)sint coordonatels astrului in sistem hellocentris

gl r este distantas de la astru la Soare,avem

LI W T «Jx d dr
2 +yir 2’z n r'd vy A 4. d2 =4 &N
L ’ 1% I =" 1z
Rezulti deci )
o Ay iy okt e ok de
dtt dtt noJdr S
membrul sting este derivata 1luil K.ﬁ; ;integrind,se obtine

pEEX oty rdy _ pomstond
2 ~ <t + < IE =
ceea ce constituie integrale lui Laplace 3;cind se inlocuiegtie ¢

gl ¢" cu expresiile lor din 1ntegralele ariilor.se poate scrie

<% - "-i‘(*'" ~BVE -y

T T ARIE \]

de unde,tinind cont de ecuatia (1),

e’ A v d dr d+  _ gta
R L=
Perrmtind coordonstele gl desemnind prin F,F' gi F" cele irel

constante,rezultd

a\,
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dAdn T L _ A
_ An | 2 - 4
(2) F;'nlw _‘ﬂ?(% w\
Flon g 3 - &2 (4-%)
Bcuaiile de migcare (1l)gi (2) aplicate momentului t,sfurnizes-

zd valorile constantelor :

d
(2%) Yo It\o-—-z.,%‘ — o isnalog c' gl ¢",
spoi
3 ke da\? v 2 _ A
@ () <(Z), < (Fm). = e ()

T 2 2 2
Jeo = A, -{-‘-jo + 2a

aly

st

a

Pentru caleculul constantelor F,F* si F" ,se calculeazgd mai intii
(). = @)+ e @), &

apol se aplicd relatiile (2) la momentul t,.

Trebtule acum si determinim orbita,fiind date constantele c,c’,
e" F F'  F";88u,in altl termeni,sd formim relatil care leagd acest
constante de elemente,umul din ele,s,fiind deja cunoscut.Si ale-
gem planul xy drept cel sl eclipticii,axe Ox fiind dirijastid epre
punctul *T.Se poate ardta ci segmentul 0C de lungime C (constanta
ariilor)ale cdrui proiectii pe cele trel axe sint c,c',c",are
drept lungime \c{? gl o directie perpendiculari pe planul orbitei
Segmentul OC face decl cu axa Oz un unghi egel cu i 30 reciproci
e teoremei celor treil perpendiculare d3 faptul ci profectia lui
0C pe Oxy,notatd cu OD,face cu ON(1linis nodurilor)un unghi drept
(figurs 5).

Prin urmaere,proiectind OC pe cele trei axe,gisim

C T
c = ‘84\(‘\5 ek e LU

. |
{3) c,’:-_—-—k\q;n-lmic.o-._q, E

ok '
S R \m/%\
oy N

Aceste formule ne permit calculul lui p,i gi (L ;ee va deduce e

din (sm)l.l.functie de tipul trajectoriei.Nu ridmine de calculat

decit epoca T a pasajulul la periheliusvom incepe prin galculul
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lui vo(anomalia adevirati le momentul to);dacfi W=wev argumentul

de latitudine,folosind (1)2,.2.,alcituim combinatiile
%o con Ll o M AL = NRocoy Uy =Ry o (Wvo)

Ay - ‘

Urmeazd calculul lui E gi apoi al lui T;dupd formulele COresplls
zitoere tipulul de orbiti.
3.2.  DETERMINAREA ELEMENT:IOR,CUNOSCIND DOUA
POZI’.:[‘II HELIOCENTRICE;POZI?IA PLANUIUI ORBITEI,ARGUMENTUZL
LATITUDINII

Si desendm in figure 6 doud pozitii ale astrului,? gi P' 1g
mmentele ¢ g1 t',evind rezele heliocentrice r gi r',adici coor-
donatele (I,b) s1 (£',b') ecliptice sle acestor directii.Fie Q
81 Q' intersectiile cercurilor msri duse prin P gi P',respectiv,
cu ecliptica,

Presupunem c# epoca t°
este posterioari lui t. y
Daci £'>f,migcarea este %"‘3 © v \
directd i 1<90%;dack &
% B,miscarea este retro-
graddiavem deci
52 . -k? L>o
Ll , kg L <O

In triunghiurile sferice PQN gi P'Q'N avem,de exemplu Iimpirtind

formula cu 5 elemente,membru cu membru,la teorema sinusurilor :
*9 6 = pine (L-) xg £
'kg ¢ "= A (Q’—..Q.\ 'Jc‘? e

Adunind gi scdzind membru cu membru,rezulti

- \ L4 \ A b a4
t? A A ( _TL_&_ - -Q'\ - : 6M( ,+ %-Q
(4) cofenb en 2
. { : !
't%( o ((-}'LL -_Q_\ _ M (@:—6.)7
Lo beon ! A €4
z

ceea ce determind unghiurile i si () .

In aceleagi triunghiuri,aven de agemenes,prin acelpagi procedeu,
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dar schimbind doud unghiuri :

(5) *‘3“: t?r(e-"‘ﬂ'\ > "t%u,’,——, bﬂ('t"nd)

can A& co— L
iar teorems sinusurilor da
. / ' 2 .
/)‘l‘mg)—':—fh'uumhi 5 e b = Al e &

ceea ce permite determinares exactd a lui u gi a lui u'.

3+3. CAICUIUL EIEMENTELUR ORBITEI ELIPTICE

I PLANUL EI

Necunoscutele sint a,e, w gi M, 91 plecim de la urmitoarele

formule ce regulti imediat din (15')1.3.:

W pin g = TS0 v E
ﬁ%%:m\m%

© W A X = Jollee) i &
h—’c‘ﬂ"‘._‘_{: = Jali=ey o E!

3
g din primul capitol,mail avem de asemenea :

k= all-ec co E\ \ n’ z al{l1—eces E’)
(1) = E-esu€=pkeMe | M's € - emwE's }uﬂ"r Mo
Ultimele doud relat:li dau

- M+M ‘k+t
(8) M - p ==

¢l

o -

gi combinatii simple cu (6) a:l {7) implicd

f

MR eos Y=V o (i-eVem E en & L a(ite) mu & s &
T T T T

—_— TPaA
T
(84 rer'z1a—ae (e € 4 con E'\
M -}A(‘k*'k\ gl g —e( Mn € — €

I
Cantitaten 1'_2-—— = este aceeagl cu ‘_":{‘& deci este cuhoscuti,

Punind \ \
T-€ E+E ' .
(9) — 593 > — G , &Ut-x\=
¢ inlocuind p prin _4% ,obtinem din (8'):
/2.
[« &

NS con £ = a(%ea—emG\
(10) h—‘*‘h':'z.q-’z—qusa'e_msG

B .

P Bkt IRk

care ecuatil contin doar necunoscutele a,g,51 e-cos G,
Dpdv al calculului efectiv,existd avaniajul de & lue pe g drept

necunoscutd principali decarece intrd intr-o combinajie transcen~
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dentd,Primele doui ecuafii dau :

= i ,] .
Ceon G = Lo 1 = R cos .€
o pran 3 — han! \[—'_; Cm£ %a
Introducem £ prin

(11) 4+ 20 = _RAh
2{hn em £

(10")

deci
(12) A m‘mlﬁ = 2 Nnn co £ ( L*’m‘f’%)

Ducind e cos G din (10') in e treims ecuatie (10),rezultid

4 Jord
3, ‘—'7—3-—(74';«'2.-3 ‘\’Q.ﬂ"'\'M? nh e:’:‘g'
Inlocuim a prin expresia (12) gi punem
9
(13) M =
(2 Jnrd C&ng‘y"
Gisim

1 », L
e (O LR M M:"a 7

alci 2g de la ultimul numidrdtor este in radiani.

Trebule rezolvati ecuatia (14),care conyine doar necunoscuta gj

punenm , dupi Gauss
4{ n!

15) \| &= = *:a(l't""'l)
gi rela‘gia (ll)devine .
e po.(;-a LY
A1l = T+ 1] ( * 1)
2 con -{L
De aici,se poate arite reducind la tgx ,cd
X
ey L = 2L+ -
Cz‘;{-
Revenind la ecuatis (14),si f3cind
x rr?m"i

)( = 293 -nw'La
. 3
”
ea devine “ ?

“ %
(18) = (L+x ) &+ (€+ ) ". ¥
Functia X,dupd (17),este dezvoltabili in serie de puteri ale

(17

lui g,adicd ale lui X ;avem
X MMBﬁ = ?-a -—/Am?..a

care da



P Puw
i’i . aa('—i mﬂ:‘a +'BX (ﬁMl? C-cn? -"7—1‘200-,9_? — 0 =>

AX A=

din (17) avenm si
"_E:."_. -~ | ~
Ag T 2 Y3

deci,eliminind g in ultimele doul,rezulti
P { - AX - — 4 =
Prin metode coeficienjilor nedeterminati,fie
X = 0<+FX~\~?§'7L7'+%91$+..-

gl calculém i-&din (19)gi din cea de deasuprajgisim
T
—4 . Yb.¢ Y6-8 4*
A 3 v 3§ x* T ITT R *
Gauss 2 gisit pentru X o dezvoltare in frac{il continue;daci,

prin aceeasi metodd calculidm dezvoltares lui _)((.,gésim
2322 492 .28
X =& T TRy* Tzt v

coeficientii fiind descresciétori;se pune
(20)2.:":-?-'—9&1(44.%_&1.‘,‘,_)

T3S S Y
de unde 1
(1) K =
3 2_ -
Vom transforma incd ecuafis (18),punind
. fml
(22) L+ % 5
Regultl,succesiv : 2z

M

I
}— 1'2' (Q*‘%\—'f';'r";-w.

42 +2 (e 13] (g2

9oy et X =

gi,in sflrsit

- £
(23) 4 -y Te by - > =zo,
h £iind definit prin
2
(24) & = o > Q
2 +L+}
Beuatia (23) are o singuri riddicini pozitivd si se scrie
(29, _, _ &ly+3)
3 = ——
%

gisindu-se Yyro prin aproximatili succesive,punind in primd instane

ti,de exemplu y=l,
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ﬂ'VlL T

Dupd ce em calculet x,formula (12)dd,cu — - Lemw 4 .
4 r

A /Y‘\Mla = \‘?Lh_f o> #
gl inlocuind pe m cu expresia sa (13),rezulti
=
(24) a=—-2
Qrbn—% Mw g £

Pentru & obyine pe p,din ecuastiile (6) se deduce
f

. r
A e V;V = \Iaf’(l—rf\ riw £ ;'E

seu,dups notatiile introduse,gi cu ‘) = a{i-et) )

avem deci
\ITLI'U Man ;(L

(25) \("Z =~
Se poate demonstra simplu ([1],1;.??.78} cd y reprezinti raportul

arlei sectorului eliptic fati de aria triunghiului,relative la

Sosre gi cele doud pozifii sle estrului.
Expresiile 2ul r gi »' functie de v gi v' se scriu

|
-E—:.H—ecm\! 3
n

.V;_:, =1+econa’
7
Y 'V:.{ s punem “it\_’. o~ gi edunind gi scazind cele
bR *

Avem deja
doud expresii precedente,regulti

J,’:('_ IN-LtzeewfemF

(26) B (4-L)cemmtmns

Introducind unghiul \r prin

\, %*—*31} ,8ven
{ - 2L
AL cot
("" -lm,("f?‘?"" av) = RN mM?-LV
de unde ,t,im.nd cont de variabilele h gi H date de

Mmoo H —MM:&
’ﬁm‘e\ o H ::Oh:FOthlky

(27

ey o = e £ M 2 y
rezulti,cu (26)

A = - “——L—" g

€ ecoy ¥ =

- . NS A Co>
Datordm incd lui Gauss un sistem de formule simetrice care per-
mit calculul simultan al cantitidfilor a,e,F gi G.Daca;in (6) se
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pune e = pin ¢ ,remareind ol
Jite = e &+ e €,
1 T

obtinem

k 5

ﬁﬁml;ﬁ(mﬁ.%fﬁmg({\mﬁ
1 “ -

) { et VRl Lo g Nem

———

Wt s & (08 e @\ e E
> - i

[] i { v i t

Introducem incd urmitoarele centitifi
v F-4£ v'= f+d ; €= G-Ha ° e's Gﬂr?

S8 inmul{im prime ecustie (28) prin ";'ﬂf%.,a doua prin C%E—::a .
8 treis prin —him F—;?- »8 patra prin -CosF_'E. gi si adunim;rezulti,
in primul membru,

Foen I D W oo I = (R - W) em dag
iar in membrul secund,coeficientul lui la eosﬁeeate
cos E__G‘__Z"__Qﬁ_ —can TG =29

2

:*..-'2,mm2/"“w _LG
lar cel al lul Yo mn @

1
—cos T*E | w0y FrG ,
k= 2 bt )
deci avem
(29) (N -d") e £22 = &

Se aplici incd de itrei ori Inmultirile de ecuatii (28) cu factorii

(e F_ﬂL y T M F,_ﬁ_:' ) ~ €% —--‘”; 5y Mm F__i'; )
(,ﬂ-}m A - cog _E_ﬁ rw m Cary E_ii)
+ } F } - ¥ T

(-5 E3 rr:mf._;ﬂ ,cosf-i%,-—m‘“‘:_:‘:i\
gi se obfin alte trel relajii aseminitomre cu (29),prima gi a
treia avind combinatia (VR + (&) 2n loc de ({n'-JR)in primul
membru.
Folosim acum unghiul xPrin (15) gi rezultd

& T (R Y
NI [_ (£ +7)- c«a*g(z +'XY& 2 h.n i—:a'fx
TR TP SN N U?\ X)-eoty (5 + AV )= 20l oee 2

Se obtine din (29) gi celelalte trei :

li
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Vao m‘mamim*m F_“_._-"(_,L %Lﬁ_f 22X
: (&M?%S.CMFG mmur»&czx
) -

r.mmamnﬁm,\,\r—-f@ m%{j-fc‘a?ﬂ(
Joo g e f ey E1G

= Yno mw%,;i e 2X

A
3s4. FLEMENTELE ORBITEI PARABOLICE IN PLANUL EI

Din (17')1.5. gi p=2q,rezultd imediat
\rf_‘!—,. CA !- - \IE

=

] t
. ey oy
i cum 2f = v'=v ,a dous ecuajle se poaie scrie

\fi = \IE. oo (:@4'%) = \(Ecm% Oag£_—@mrw%mm:ﬁ
g1 colaborind cu prime ecustie,implici M-‘-{:.

Pentru determinarea lui q gi v,avem sistemul
4 v i
—_— G X = L
G Nz Y TNR 4
3 ALY A el — - aoReC
T w9t T ® ¥
eapol se calculeezd w gl T prin (18)1.5.

Q)

3¢5+ ELEMENTLLE ORBITEI HIPERBOLICE

S4 not#m prin _%_. g1 of velorile necumoscutelor auxiliare o din

le6.relative la nmomentele t gi t',adici si punem(1.6.,(23'))

<
—_ - ' QS_{
v .. ¥ . v . !
S

Avem,cu (24')1.6.:

oem = 4 e (5 E)

Wy = L Jaeny (E - (=)
(32) W‘”’%=—i,d’o?(e—?\(ﬁ+\]—\
VW oo X o L ey (N - NE% )

Cu £= vov , formim com
7
sformiri simple,

(33) ‘Z\Ihh.' C-th{i 0&42,(,:,* %\-—a,(‘&*-i\
~

Pe de alti parte,din (24°)1.6.,
- a;{ (c f\—an’ ':fﬁ(c{+_*_

>

<
de unde

binatia pn Ms:F gi rezulti dupi tran-
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Gz hen = HE Cer Y8 E N

Tot din 1.6, * (24) g@vVen

4 -T) C _ Y\ ~2n &
£ { " = ",: ( c,\ 5
e (& =-TY e _ A — R
o - = (c'& E?\ Zm ¥
de unde,prin acé‘.dere,si punind 9‘; ‘&(‘k"‘t) ’
GO 25 = % (s VXL —2n
0\4
Se scot,din (33)gi(33")
3_____4 )

e (e« _L.-\ (¥~ "—\“'
(35) {0&4 C‘E——;:\I: 2lnen’ ) ~ '?.\] U@,L\ohf_

care duse in (34) Lupliei

V- _ _A o s R

(36) —q‘—g;z - (( ‘6\ g c"":@ + p(\ﬁ :&'z\ -2 RY
Punind,ca in cazul migecdril elipiice

t
(31 l+28 = freh
l{hh’ OO7;€

apoi ”
g (T -(E) =
ultima (25) devire

(39) 0\4(‘&‘—*%\\2:8@7 U&?\cm,ﬁ

Fieind din nou

. 9
() ™ TV e EyE
ecuafiile (39) ¢i (36) dap 3,
Yo :
(41) A = LQ*%\ + Ll*i\ 'Z
cu 1 ; Y
. = — 44
(42) Z = - -

Ty

gl cum\r din (38) este ‘571 savem,dupd efectuarea calculelor:

7 - U+22)Jrrer — 2o ({12 + = \
= 3
2{(x ™) 7>
Se deduce
2( ™)

{
I
- a0 Jreera (23 2& R
" N[y A—\Yi

Tta

Tt

;/‘- A Z
dz
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= adar . ALY, 1+t
'L\I-zf‘t‘-

Aven deci ccustie diferengleld

1z +2?) %— =4 - (%4 62 )2

care este analoagi cu cazul eliptic,echimbing X+Z gl x-»-z,
Punem deci,ca gi im carul eliptilc,

(43) Z = T L GOD)
gi ecuafias in y dzv:lne

(45) ‘-33"'-31-’&‘3 - %‘-— e
Punem
%—4-{1—75\

g1 eplicdm metoda de sproximatii succesive,luind initial %=0j
von aves % prin (38):
(46) U = 4+22 + 2N 2+2°

gi punem
7(3 T = 2 a4t R
de unde

1 *tgli‘.m = {ix2zr VW
Din (46) rezultd

V=tgem « Jormgzm = 3G v~
31 rezultd a, prin (39).

Pentru p,formim,cs partru eliped,produsul

e JiR i Y2 = 2 R e f = (et en (- %) =
=Ny (8- 5

de unde rezultid
ol ' m
(4 Ny = \n e f
Ny (§- %)
Se poate demonstrs incid ({1 +D«90) c¢& y rimine raportul sectoru~

lul hiperbolic la triunghiul Inscris.

Anslog cu formla {24'},se gisegte acum

e jg ==
(48) o4 =
61 ! 4'-17"111" GO?’Z{ /{‘312,»'7\
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¥
- i i ke 4 g T

Valorile peatru N gi N' eint date din (19)1.6. iar pentru T,
adunip ecuatiile care leag? epocile % gi t' de K g1 N' (23)1.6.:

444 (— (-]czan+fc::aN\ Rru*g(-ﬁ ""—\J.;\
‘ka LW * -‘ \-k
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