- CAPITOLUL I =
PROBLEMA CELOR DOUA CORPURI

0 reprezinti studiul migcirii relative a umui corp in jurul
seu in vecinitatea Soarelui,singura actiune exercitatd fiind

forta de atractie universsli,exprimsti prin legea lui Newton:
— — MM

(1) | Byl = | Rl = £ =
unde £ (sau X) reprezintd constanta de atract{ie.

Aol LEGTLE TIIT KEPLER

In cadrul studiulul de fa{Z nu vom luas in considersfie atrac=-
4iile altor planete,care introduc perturbafli seneibile la nive-
lul tehnicii actuasle,intrucit chiar legile lui Kepler nu sint
decit aproximative,fiind valabile pentru un interval de timp
destul de scurt,.

8% reducem Sosrele le un punct material S coincizind cu centrul
sfu de greutate unde si fle concentratd masa M; pentru corpul
a cirui migscare se studiazi (planetd,asteroid,cometd) fie centrul
de masi m notat cu P ,Si mel considerim un sistem de trel axe
fixe: desemnim prin X,Y,Z coordonatele lui S,prin X',Y',Z' cele
gle lul P gi prin r distania dintre P gi S.

Ecuatiile miscirii celor doud puncte se scriu decl

X~ ’<' A x! XX oy
d_t‘b :Frm =0 Ire % w>
t
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(2) 11 v % = TN £ vy =2
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Intrucit problema migcirii absolute nu se poate pune (aceasta

avind un pronuntat caracter filosofic),vom lua trei exe parelele



-0=
cu primele 51 avind drept origine punctul S.Vom avea S(0,0,0)
gl P(X'-X5x,Y'-Y#y,2'-Z#2)9i scizind ecuatiile (2) doud cite
doud,cdpitim

GL?"X < '
e +{(M+~v\\ TP i—z-‘f‘g(“*”“\_\ia;o
n

(3) o2 L
?
dt* +'€(H+M§—E—,’ - o

unde N*=d(Ps)zxtry'relcu noile notayii.

Inmilting ultima (3) cu y gi & doua cu -z gi adunind,rezulti

Az o
T v

de unde,integrind gi repetind combinatiile ansloage,

dz %{‘]_ oA oA
= - 3 AY o ’

gl ol 3
d
(4) “%—_%fézcﬂ

care se numesc integrelele ariilor ,iar c,c'gi ¢® sint nigte

constante.Rezultd in continuare
(5) ©x +4‘-’a+ﬁ”% =0
care reprezintd ecuastia unmui plen,s cirui normali are cosinugii
directori proporfionali cu c,c'gi c".
Pe de altd parte,in genersl,in plemul xy,aris unui triunghi de
virfuri (15.31),i=i:§ se poate scrie

A1 ogq A

A: —_ _L.l ’11 ‘31 4 l
2

Xy Y A

deci daci considerim problems cind umul din virfuri este originea

S yiar celelslte Q(x,y) si Q'(x',y'),dublul eriei acestui triun-
ghi este

%Jh'ﬂx’
91 revenind la sisterml (4),expresis ultimi reprezintd deci de-
rivata in raport cu timpul a dublului ariei pe care o miturid pe
planul xy,proiectia razei vectoare a planetei,gi este constanti,
egald cu ¢".Am dedus , impreuni cu (5),

Llegea TI-a @ lui Kepler : Migcarea unei planete se efectueazi

intr-un plan trecind prin centrul Soarelui,age incit aria mitu~

ratd de raza vectoare variezi proportional cu timpul,
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Dublul ariei miturete in unitatea de timp de raza vectoare se

numegte constanta ariilor relativd la planeta considerati.Se

poate demonstira ([]J sD+9) ci aceasti constanti este
C = ch+ N ’an

Fiedunghiul format de SP cu

0 direcfie fixi situati in planul

orbitel , iar variatias sa d€ in

intervalul dt (fig.l).Avenm
= m o -4
A st t, ho - Ry man ol L1

gi cum t4 foarte mpropiamt de te ,rezultd,punind e =nR4=% ,

de unde

Lot
e ~IF =C.

Pentru a studia formas traiectoriei,trebuie ei integridm (3).Dacd

»

inmltim cele trei ecuatii prin —ZL—L—;- ) %L&- giﬁsi daci adunim

ecuatiile,se formeazZ o combinatie cere integrati,conduce la
_integrela fortelor vii , adicid
Ax\* d )1 9-(-'3')1: ’iqt—-z + &
D (5 *(Zt (T r

unde h este constanta de integrere,iar P=l+m .Primul membru din

{7) reprezinti pitratul vitezei lui P;pe de alti parte,daci se
di pozitia acestui punct prin coordonatele polare r gio ,viteza
descompunindu~se in dould componente rectangulsare i_{“gi‘lﬁ,ecuatia
(T)deuxﬁn . L\t .

a0 (ZF) +r~&(ﬁi\ - Tk LR

Eliminind dt intre ecuatiile (6)gi(7'),avem ecuatia diferenti=-

ali a trailectoriei

2 An? ¢ h."dl.o(t' 7z
S TR = —f“;t“ + &)
care se scrie dupaiéun mic caleul ([1],p.10),

Aot = "L(K"%ﬂ

S ()

care integratid,dacid notim cuWconstanta de integrare,did
C . 4p

h 1
¢ => 9—’*{-&-1— {q-i.ﬁ— Cos (x-wY
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h = {_lf =
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Pe de altd parte,din geometrie se gstie ci ecuafia in coordona-
te polare r gi v & unei conice,dacd se la drept axi polari di-
rectia de la focar la virful axei mari cel mal apropiat de fo-

(8)

cer,ge prezinti sud forma

(8.) F - —-E——-
1+e Co> >~
care se poate identifice cu (8).

Printre cele trei genuri de conlce,elipss este singura curbid
inchisdicum planetele fac perte din sistemul golar,rezultd

Legea I a lui Kepler : Plenetele descriu,in migcarea lor rela-

tivd in jurul Soarelui,elipse,avind unmul din focare in Soare.

Revenind la (8)si (8'),rezulti
(9) e = 1+ —%—C—t
s
de unde avem urmitosrele trei caszuri:
fi<9, @ <« L ~tratectoria este o elipsd
(=) 'e»-:.o ye=-4i = o parabolid
h>o ,e>y o o hiperbold 3
tot din (8)gl (8'),mai rezultd
(10) o= ¢ b p
p fiind parametrul curbeijigl avem din Geometrie
P=a((-e?) -elipsd;a~semiaxa mare
(ame)d P = (™= 1) ~hiperbolédsay~semiaxa {ransversd
y =2 g ~parabolid; g-dist{focar,virst)
Pentru deducerea ultimeil legi a lui Kepler se aproximeazi M+m
cu i gi se consideri cazul orbitel elipiice:constanta ariilor C
este atunci dublul reportuluil ariei elipsei fatd de timpul U
necesar planetel penmtru o revolutie completi.
Deducenm

C = 2Tl _ 27T .2 ([_ >

U U
Cantitatea %E.= n e numegte migcare medlé a planeteil , gi tinind

seame de (10),ultime relatie furnizeazi
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(lo') ma = £ W =constant
dacd presupunem M = M+m =ﬂ-, ceea ce demonstreazi

legea & I1l=a a lui Xepler : Pitratele duratelor de revolufie

ale planetslor sint proporiiomele cu cuburile axelor mari ale
orbitelor lor.
Mai ed8ugim ci din (9) gi (I0) se mai deduce
4»:-juﬁ pentru orbits elipticd
() { © :t;k— pentru cea parabolied
= i;% pentru orbita hiperbolici.

1.2, USITATI DE DISTANTA,TIMP SI MASA

Gause a propus,pentru calculul orbltelor planetelor,alegeres
urnitogrelor unitéfi :
Unitate de lungime,distanta medie Pimint-Soare;
Unitete de timp,durate zilel solare medii;
Unitate de masi,masa Soarelui.
Decl,deci tinem cont ci a=]l pentru Pimint; M=1 gi n=3%%cu

U-amul tropic,din (10') rezulti

=
-szzz{(k+~n)cu p-masne Pimintului.
Din considerente istorice se renoteazi
ke \
(12 = bt _ &4mW” A
)%& ur A Ao

unde k = 0,01720209895 «~ constanta lui Gsuss.

Mai notdm ci ecuatiile (3) devin cu considerentele ficute,
T k5 3 k= r 2
' A= Wi _ A a - d. b2 k*>
2D TEr A T T _;%'“°>'311*'K;’;°
& ciror noui formi foarte comodi explici alegeres unititilor

de misuri,

1.3. MISCAREA ELIPTICA

Paptul cd elipsa poate fi consideratd ca prolecile pe un plan
a unul cerc ne permite si scriem ecustiile de migcare intr-o
formi finiti,adicd fard a integra ecuatia ariilor.

S& considerdm figure 2 gi elipsa descrisi de o planeti in mig~

carea sa heliocentrici gi WA axs mare.Fle P pozitia planetei
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pe elipsi gi S=CSoarele

aflat Intr-un focar,

Construim planmul cercului

cere ss va prolecta pe d

|
|

elipsd gi notim cu @ =un- / |
| . :
wT_)!:’lf’"ml Ql\fse,x 7

ghiul dintre cele doud

plane . {\‘q 2
AN N

Se noteazd v =TSP = anomelie adevirati gi E(seu u) #TCP' =

p\aw\u\ cevculul
L]

anomallia excentricd a planetei,unde P' este punctul de pe cerc

care se va prolecta in P,Dacid SFP = r « razs vectoare a planetei
g1 dacd Q eete pleiorul perpendicularei din P pe AW ,putem serie:
(13)\ ed v=zalgmn E-e)

%nm‘ﬂ‘\*:a- i-&- i E {v.(4] sau [5] )
Ridicind la pitrat g1 adunind,rezulti ecustia polari a migeirii
planetei pe elipsi i
(14) ke = aa( 1-e w«un €)
Eliminind pe E in {13),se poste gisi in mod simplu gi expresia

rezel vectoere functie de anomslia adesvératé,conform(_’i] Pel142
(15) R = 2U-eb)

1+e e
In sfirgit,pentru a glsi cxpresis anomaliel adevirate functie

de cea excentricd,din (14) gi prima din (13),se obtine prin adu-

nare sgi scideres
4+ v} = a(1-eY+ e E)
(251) RA-cor) = altreyli - co»€)
sau incd,dupi o transformare simpli g1 impdrtind,
) h L =4 =
1.4, ECUATIA IUI KEPLER

Cantitatea M# n(t=T) = 2-5-[ (k-T)se mumegie anomalie medle la

momentul 4 ,unde T-momentul trecerii planetei prinT-periheliu.

Din figura 2 se wvede ci aria sectorului eliptic SPeste proiecs
tlia ortogonald pe plenul E al elipsei = arielSPTC.Rezulti
T = .Qi. . < pt - b {\ 1 _ l ¢
J{’,("?P \) — OQLPTC\__;L_}_;@E Lea.m,uE]
Pe de alti perte,dupi Leges II-g,



b To b
- C (-7 = Ko
A (sP) = 3 (X-T) = =5

bgalind ultimele doud expresii,rezulti

(17) E—-emwBE = m(t-T)Y =M

(t -T)

care se numegite_ecuatis lui Xepler,a cirei rezolvare se poate
face dupd mal multe metodes

8) Pentru metoda clasicil,rscomandin [5] p.143,unde se zrati
oi functia Y(B)=E~o-sin E <l are ¢ singuri ridicind in interva=-
lul considerat sl unde se demonstreazd convergente metodei pe
un cez chiar mei general,anume pentru ecuatia E=f(E) unde f fun~
ctie continuid gi derivebili,

b) O metodi mai veche consti in folosirea tabelelor cu dubld
variabild pentru e gi U (Bauschinger,nr.X,in "Tafeln zur theo-
rischen Astronnmié&Astrand.Leipzig,1890,sau“Tahles for the true
enomaly in elliptic orbits,de Schlesinger gi Udick"-Allegheny
Observatory,vol II,nr.171.

c) 0 metodd graficd simnli: A
Fle graficul y= ein x ;si luim
(fiz.3)pe axa Ox segmentul OPsH
misurat in radiani gi din P sid

ducem drespta FPN,inclinati pe a .

0 moop

axa Ox cu unghiulel a.i.cotg« =e. :F«? 2
Atunci absciss lui N,adici distanta 0Q misoard necunoscuta E,
Fentru demonstratie,e suficient s3 observim ci daci 0Q=E,in
bNPQ em evea NQ=sin E ,PQ=NQ gotg« =e-sin E deci UP=0Q-P(=E=
-¢ gln L.

d) Encke a dat o metodi pe care Herz a modificat-o apoi ugor,
care folosegte schimbarea E-lM#x gi ecuatia (17) devine x=

=g gin(if+x) dupi care inloculegte sin x sicos x prin dezvolti-
rile in serte ( [1] ,p.21).

e} Pentru slte citevas metode numerice recomsndinm articolul lui

Pal i el lui PArv din [11} p.115.
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1.5, MISCAREA PARABOLICA

Ecuatia (8') devine cu reducerea (m),

arm o= - = Lt

A+ conv et ¥
gl din (5),unde < =v (anomalia adevirati) gi (10),sproximind

\l—‘lcu 1 (cu unititile alese de Gauss),avem

- Ol-V
AT IR
de unde,folosind expresia lui r repulti
Av _ K At .
PO /o
_,_‘__: . ”{‘-’ r :LK a1 sau incd
™% 2o -“
2w dt

U‘”@ x\oL(L—% ) o

Sub aceasti formi ecuatis se poaste integra imediat gi,folosind

(mm) p=2q ,rezulti

(18) t?%+i*.33_v£ - m (xr-T)

cu I~gpoce trecerii astrului la periheliu(constanta de integrare
este ;-;_"-‘Ii/-tdm conditia initiald v=0,t=T),

Pentru rezolvarea ecuafiei (18)se poate apels fie la tabele
(Oppolzer sau Bsuschinger),care insd su dezavantajul ¢l pentru
v—T membrul sting devine foasrte mere gi interpolarea devine

imposibili,ceea ce necesiti punerea ecuafiei sub

B Arverty™¥ . R(x-TY
’bm'&v (l'\'ﬂ&%l%)% . \i?. 23/1,

unde factorul secund din primul membru tinde la 1 c¢ind v—TC,

gau se poate apela la metode trensformérii ecueflei de gradul 3
infg-;-_ intr-una de gradul 2,ca in {1} ,p.27.
1,6, MISCAREA HIPERBOLICA

D§ vreme ce esuafia hiperbolel are,in coordonate polare,aceeasl
formi cu cea & elipsei,se poaste,dpdv analitic,deduce studiul mige
cirii hiperbolice din cel al migc#irii eliptice,schimbind semnul
lu{ l-e gl a1l lui 23 vom £i Insi condugl la a introduce centi-
tifi imaginere.

0 altd varianti , pentru a evita considerajiile de mai sus,sste

posibild ficind apel la funciiile sh gi ch g1 care are aventajul
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¢i formilele finale sint de o anaslogie remarcabili cu cele ale

migcirii eliptice.

0 a trela metodd , conseti in integrarea independentid e ecuatiel

ariilor,fati de cazul eliptic.Prin analogie cu (16),

N
(19) tg{:\f% t —

de unde,diferentiind,rezulti

(20) 2. = \[&E _
cnTY R
T~
Dar aven
4 v _ z N (3 e —cey N
L RS e R G o
v =l e-emN
cm’-.b'i e—A

Din (20) ,avem ci N
(1) dv= Jeoi . 2N

e-con N
se obtine apoin_ a,.g e -1 = (€41 *%1. LN
et V I, ——— —_ _ T N
‘++al{ e l+(€+13}? -
Dac# in ultime exrresie se grupeazi gi se di factor comun
fortat 1%1-;—_ srezulti
€ -com N

gi,in consecinti,

{+e cory= (e,—t) con N deci
e—con N
(22) = £ e P(E_MN\
{recomv "(e*™1Yeces N
EBcuatia ariei,scrisi la fel ca in 1l.5.,

z aLV .
h = = K Io
devine atunci,tinind seama de (21): N
WP AL = 2 - N L dAN

(e* 1)3’*— co 2 N
Mnind seama de (sm),avem pP= 1(.0.2'1) gi integrin,
& (- T\ o N N — T N I\J
(23) BTl ce dgN- g = ek Lty (5
Indicim transformarea dadi de Gauss. fie

*?(4 L :‘-;d\

de unde

2 A {
N _ con N = ) N=Ad (x ‘_\
(23*) "tg d+4 ) <2 A *ﬂ p3 =
Ecustia (23) devine
(£-T) | & (x~-4A\ —lrnwx
(24) v = = ¢ =)
Pe de alti parte,din §22),gisim




2 = e_, { -
a —— — . — o+ A a
(24°) ‘( 1 ) ™1 ( N+a: \ !
2 — - ‘?—“M - - _L LW
hemv = oy LmN 1) ST e (a2« \
Prin acelagi procedeu al adunirii gi sciderii ultimelor doui
relatii ca g1 in cazul eliptic,obfinem

5'1

oy [ VB e ¥ = 4 ST (R« L
Vhoobay o A \/\axq(n.-\-i\(r -z
adicd

oL
(25) %3 ¥ &1 4+-¢ SNT=T s
omoloaga lui (16) in cazul eliptic.

(78
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